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Aproximacién por un polinomio: ejemplo
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Desarrollo de artgz

Hemos visto que:
1

1+zx

=1—az+2%—23+2t—

Sustituyendo x por z? resulta:
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Desarrollo a partir de la férmula de Newton
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Desarrollo de arsen x
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Polinomio de Taylor

Sea f una funcién n veces derivable en el punto x = a. El polinomio de Taylor de grado

n de esta funcién en ese punto (también llamado desarrollo de Taylor en el punto) es un
polinomio:

P(x) =ag+ ai1(x —a) + az(x — a)2 +ag(x — a)3 +...+ap(z—a)

tal que:
P(a) = f(a)
P'(a) = f'(a)
P"(a) = f"(a)
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Es féacil ver que, para que se cumpla esto, el polinomio debe ser:

f'(a) f"(a) f"(a)
1! 2! 3!

P(z) = f(a) + (x —a)+ (x —a)* + (x—a)P®+...+

El desarrollo de Taylor de una funcién en torno al punto a = 0 se llama desarrollo de
McLaurin. Asi, el polinomio de McLaurin de la funcién f seria:
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Ejemplos: desarrollo de la funcién exponencial

Sea la funcién f(z) = e*.

Todas las derivadas de la funcién exponencial son iguales a e*. Por consiguiente, las
derivadas en el punto x = 0 valen 1. El desarrollo es:

1 1 1
T __ 2 3
e —1+—1!x+—2!3: +—3!$ +...
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Desarrollo de sen =

Las derivadas de la funcién seno son:

Yy = cosz y'(0)=1 Yy’ = —senx
y/// — —cosx y///(()) = -1 y(4) =senx
y(5) = CcOS T y(5) (0) =1 y(G) — —sengx
El desarrollo queda:
_ L 3,15
senx—a:—iaz —I—gx — ...
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Desarrollo de cosz

Procediendo de la misma manera con la funcién coseno:

Yy = —senx y'(0)=0 Yy’ = —cosx y"(0) = -1
y" =senz y"(0) =0 y* = cosx yW(0) =1
y®) = —senz y®)(0) =0 y® = —cosx y©(0) = -1

Puesto que, ademas, cos0 = 1, el desarrollo del coseno es:

Obsérvese que en el desarrollo de la funcién seno que es impar solamente hay potencias
impares y en la funcién coseno (par) solamente hay exponentes pares.
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Aplicacion al célculo de limites

Calculemos el limite:

Puesto que:

1 o 1 4
cosle—gx —i-ﬁa; — ...

1 1 1
x __ 2 3
e —1+—1!1‘+—2!x —{——3!1' +...

%41’2
:}:IH}) 6336—1—3113:9%% (1+3x+%9x2+...)—1—3x:x1£% %9332

1 — cos 2z 1—(1-1422+..)
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Sea ahora el limite:
lim (\3/1‘3 — 572 +1— x)

T—00

Teniendo en cuenta que:

-1 1 1
(1—1—56)":1—1—7130—&—%—1—... = 31+x:1+§x—§x2+...

lim (\3/x3—5m2+1—x> = lim =z

Tr—r00
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Teorema de Taylor

Teorema

Sea f(x) una funcién n + 1 veces derivable en un entorno del punto x = a. En estas
condiciones, existe un punto £ comprendido entre a y x tal que:

f'(a)

1) = @)+ T @ gy 710

2!

§e(e)
(n+1)!

(x—a)?+...+

(:C _ a)n—i-l

Es decir, la diferencia entre una funcién y su polinomio de Taylor de grado n puede
expresarse como:

(n+1)
R, = JszrTll()g')(:E - a)n+1 ; 5 € (aa:E)

El teorema de Taylor permite estimar el error que se comete al sustituir una funcién por
su polinomio de Taylor.
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Teorema de Taylor: demostracion

Recordemos el teorema de Cauchy:

— f(x),g(x) continuas en [a, b] .
— f(z),g(z) derivables en (a,b) = 3 < (a,d) | {;(b) — fla) = ')

— ¢'(x) no se anula en (a,b)

Q@

)

Vamos a aplicar reiteradamente el teorema de Cauchy a las funciones:

F(z) = f(z) — P(x)

en el intervalo [a, z].

La primera funcién es la diferencia entre f(z) y su polinomio de Taylor en = = a.
Ambas funciones y sus n primeras derivadas son nulas en el punto a.
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Entonces, por el teorema de Cauchy:

F(z) _ F(&)— Fla) _ F'(&)
G@) ~ G)-Ga) (&)

51 € (a” 1‘)

Volvemos a aplicar el teorema de Cauchy. Puesto que las derivadas son cero en el punto a:

Flz) F'(&) _ F'(&)—-F'(a) _ F'(&)
G(z) G'(&) G'(&)—G(a) G"(&)

Prosiguiendo el proceso llegaremos a:

52 € (a,fl) - (a’ 33)

F(r) _ FOH()
G(z) ~ Go(g)

¢€ (a,x)

Teniendo en cuenta que F(z) es la diferencia entre la funcién y su polinomio de Taylor, que
G(z) = (x —a)"" y que G (2) = (n + 1)! resulta:

fl@)—P(x) _ f"(¢
((m)_a)ngrl) - (n—|—1()!) + o telao)

de donde (i)
f (5) (ZE _ a)nJrl .

fla) = P@)+
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