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Ángulos

Ángulo de dos rectas

cosα =
|~u · ~v|
|~u||~v|

Ángulo de dos planos

cosα =
| ~n1 · ~n2|
| ~n1|| ~n2|

Ángulo de recta y plano

senα =
|~u · ~n|
|~u||~n|
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Distancia entre dos puntos

Sean dos puntos A(x1, y1, z1) y B(x2, y2, z2).

d(A,B) = |
−→
AB|=

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

Calcular el plano mediador de los puntos A(−1, 3, 2) y
B(2,−5, 3).

Sea X(x, y, z) un punto del plano mediador:

D(X,A) = d(X,B)

(x+ 1)
2

+ (y − 3)
2

+ (z − 2)
2

= (x− 2)
2

+ (y + 5)
2

+ (z − 3)
2

x
2

+ 2x+ 1 + y
2 − 6y + 9 + z

2 − 4z + 4

= x
2 − 4x+ 4 + y

2
+ 10y + 25 + z

2 − 6z + 9

2x+ 1− 6y + 9− 4z + 4 = −4x+ 4 + 10y + 25− 6z + 9

6x− 16y + 2z − 24 = 0

3x− 8y + z − 12 = 0

Calcular la ecuación de la superficie esférica de
centro C(3, 2,−1) y radio r = 5.

Sea X(x, y, z) un punto de la superficie esférica:

d(X,C) = 5

(x− 3)
2

+ (y − 2)
2

+ (z + 1)
2

= 25

x
2

+ y
2

+ z
2 − 6x− 4y + 2z − 11 = 0
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Distancia de un punto a un plano

La proyección de un vector ~u sobre un vector ~v es:

proy(~u,~v) =
~u · ~v
|~v|2 ~v

y el módulo de esa proyección es:

|proy(~u,~v)| = |~u · ~v||~v|
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Distancia de un punto a un plano

Sean el punto P (x0, y0, z0) y el plano
π : Ax+By + Cz +D = 0.

Sea Q(x1, y1, z1) un punto del plano π:

Ax1 +By1 + Cz1 +D = 0

La distancia del punto P al plano π es el módulo

de la proyección del vector
−−→
QP sobre el vector ~n:

−−→
QP =

x0 − x1y0 − y1
z0 − z1

 ; ~n =

AB
C


d = |proy(

−−→
QP,~n)|

=
|
−−→
QP · ~n|
|~n|

=
|A(x0 − x1) +B(y0 − y1) + C(z0 − z1)|√

A2 +B2 + C2

=
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
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Distancia de un punto a un plano

Distancia del origen a un plano

La distancia desde el origen al plano
Ax+By + Cz +D = 0 es:

d =
|D|√

A2 +B2 + C2

Distancia entre dos planos paralelos

Sean los planos:

π1 : Ax+By + Cz +D = 0

π2 : Ax+By + Cz +D′ = 0

d =
|D −D′|√

A2 +B2 + C2

Planos bisectores

Sean los planos π1 : A1x+ B1y + C1z +D1 = 0,
π2 : A2x+ B2y + C2z +D2 = 0

|A1x+ B1y + C1z +D1|√
A2

1 + B2
1 + C2

1

=
|A2x+ B2y + C2z +D2|√

A2
2 + B2

2 + C2
2

A1x+ B1y + C1z +D1√
A2

1 + B2
1 + C2

1

= ±
A2x+ B2y + C2z +D2√

A2
2 + B2

2 + C2
2
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Distancia de un punto a una recta y entre dos rectas

Distancia de un punto a una recta

d = |PQ| senα= |PQ| |
−−→
PQ× ~v|
|
−−→
PQ||~v|

d =
|
−−→
PQ× ~v|
|~v|

Distancia entre dos rectas

d =
|
−−→
PQ · (~u× ~v)|
|~u× ~v| =

|[
−−→
PQ, ~u,~v]|
|~u× ~v|
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Problema

Hallar los puntos de la recta

r :
x− 3

1
=
y − 5

1
=
z + 1

−1

cuya distancia al plano π : 2x− y + 2z + 1 = 0

es igual a 1.
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Problema

Hallar los puntos de la recta

r :
x− 3

1
=
y − 5

1
=
z + 1

−1

cuya distancia al plano π : 2x− y + 2z + 1 = 0

es igual a 1.

Solución:

Primer método:

Sea P (3 + λ, 5 + λ,−1− λ) un punto cualquiera de la recta:

d(P, π) = 1

=⇒
|2(3 + λ)− (5 + λ) + 2(−1− λ) + 1|

√
4 + 1 + 4

= 1

=⇒ | − λ| = 3

De aqúı resulta λ = 3 o λ = −3. Los puntos son P1(6, 8,−4) y
P2(0, 2, 2).

Segundo método:

Los planos a distancia 1 del plano dado son
2x− y + 2z +D = 0 donde:

|D − 1|
√

4 + 1 + 4
= 1 ; |D − 1| = 3 ; D − 1 = ±3

Los planos son

2x− y + 2z + 4 = 0

2x− y + 2z − 2 = 0

Las intersecciones de estos planos con la recta dada son
los puntos que buscamos:

2x− y + 2z + 4 = 0

x = 3 + λ

y = 5 + λ

z = −1− λ


2x− y + 2z − 2 = 0

x = 3 + λ

y = 5 + λ

z = −1− λ

Resolviendo se obtiene P1(6, 8,−4) y P2(0, 2, 2).

♠♠♠♠
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