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Angulo de dos rectas Angulo de dos planos Angulo de recta y plano

|4 - U] |1 - b i@ - 7|
COS ¥ = ——=—— COS¥ = ——+—— sen o = ==
|4]|9] || |z ] |7]
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Distancia entre dos puntos

Sean dos puntos A(z1,y1,21) y B(z2,y2, 22).
d(A, B) = |[AB|= /(w2 —21)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)°

Calcular el plano mediador de los puntos A(—1,3,2) y
B(2,-5,3).

Sea X (z,y, z) un punto del plano mediador:

D(X, A) = d(X,B)
@+ D)+ =3)+ (-2 =(@-2"+u+5*+(z-3)°
12+2z+1+y276y+9+z274z+4
=z 4z +4+4+y*+10y+25+ 2> —62+9
20 +1—-6y+9—4z2+4=—-4x+4+ 10y +25—-62+9
6 — 16y +2z—24=0
3r —8y+2—-12=0

Calcular la ecuacién de la superficie esférica de
centro C(3,2,—1) y radio r = 5.

Sea X (z,y, z) un punto de la superficie esférica:

d(X,C)=5
@-3"+w-2°+(E+1)>=25
224y +22 —6z—4dy+2:—11=0

Geometr



Distancia de un punto a un plano
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La proyeccién de un vector & sobre un vector ¥ es:

S
<L

—

proy (i, ¥)

y el médulo de esa proyeccion es:

|proy (i, ¥)| =
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Distancia de un punto a un plano

Sean el punto P(zo, Yo, 20) v €l plano

7:Az+ By+Cz+ D =0. La distancia del punto P al plano 7 es el médulo

de la proyeccién del vector Q? sobre el vector 7i:
Sea Q(x1,y1,21) un punto del plano m:

Xo — T1 A
A.’L'1+By1+021+D:0 @: Yo — Y1 | ; n=|B
zZ0 — 21 C

d = proy(QP, )|
. _ QP i

7|
_ |A(xo —21) + B(yo — y1) + C20 — 1)
e VAZ + B2 + C?
Q

_ |Al’o +By0 + Czo +D|
A+ B+ C?
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Distancia de un punto a un plano

Planos bisectores
Distancia del origen a un plano Sean los planos 7 : Ajz 4+ By + C1z + Dy = 0,

. . . ot Asx + Boy + C2z+ D2 =0
La distancia desde el origen al plano

Ar+ By+Cz+ D =0 es:

Dl
A1 B? 1 C?

Distancia entre dos planos paralelos
Sean los planos:
m:Ax+By+Cz+ D=0
M2 Az + By +Cz+ D' =0 |Aiz + Biy + Ciz+ Di| _ |Asz 4 Bay + Caz + Do
DD Jaremrect  J@+n3ecs
RV E Ry ;e Are+Biy+Ciz+ Dy _ | Aset Boy+ Caz + Dy

\JA? 4+ B +C} A3+ B2 +C3
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Distancia de un punto a una recta y entre dos rectas

Distancia de un punto a una recta Distancia entre dos rectas

ax v

‘@xm

= 1PQlsena= |PQI "5 = L PG (@x )| _ |PQ,a,7

i z%xm
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Problema

Hallar los puntos de la recta

x—3 y—>5 z+1
o = =
1 1 —1

cuya distancia al plano 7: 2z —y+2z+1=0

es igual a 1.
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Hallar los puntos de la recta
Segundo método:
x—3 Yy 5 _z +1

T 1T - 1 T 1 Los planos a distancia 1 del plano dado son
2z —y+2z+ D = 0 donde:
cuya distancia al plano 7 : 20 —y +2z+1=0 |D — 1]
—— =1 D—-1]=3; D—-1=43
es igual a 1. A+ 1r4d ) | ‘ H =+
Los planos son
Solucién: 2 —y+22+4=0
20 —y+22—-2=0
Primer método:
Sea P(3+ \,5+ A, —1 — A) un punto cualquiera de la recta: Las intersecciones de estos planos con la recta dada son
’ ’ los puntos que buscamos:
d(P,m) =1
2c —y+22+4=0 2 —y+2z2—2=0
2G+X) = (B +N) +2-1-N+1] _ s=34 £=3+
vi+1+4 y=5+ A y=5+4+A
= [-Al=3 z=—1-2X 2= —1—2\

Resolviendo se obtiene P;(6,8,—4) y P2(0,2,2).

De aqui resulta A = 3 o A = —3. Los puntos son P;(6,8,—4) y
P5(0,2,2). Adaa
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