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Geometria del espacio

El modelo matematico para representar el espacio
estd formado por:

= Puntos. Un punto estd formado por 3 niimeros.
Por ejemplo A(1,3,5) o B(2,—1,7).

= Vectores. Un vector también estd formado por 3

numeros:
1 -2
a=|-1] ; v=|( 0
2 3

= Una correspondencia entre puntos y vectores:

A(1,3,5) L TB j4
B(2,-1,7) A C(2,5,7)
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Operaciones con vectores

Sean los vectores:

Uz Uz
G . b G
T=|uy | ; = |y

Uz Vz

La suma y el producto por niimeros se definen por:

Uy Vg Ug + Vg
U+T=|uy | + vy | = | uy +vy
Uy Uy Uy + V2
Ug QU
at=a|uy | = | auy
Uy QU

Los vectores 4 y ¥ tienen la misma direccién (son paralelos) si:

7 <= U=av

Es decir, los vectores tienen la misma direccién si son linealmente dependientes. Si a > 0, los dos vectores
tienen ademads el mismo sentido. Si o < 0, los dos vectores son de sentido contrario.




Base. Coordenadas

Cualquier vector @ puede escribirse como:

Ug 1 0 0
= (uy | = [0 +uy [ 1] +uz [0] = wal+ uyT+ u.k
Uz 0 0 1
donde
1 0 0
r=(o]; 7=1[1]; k=10
0 0 1

El conjunto de vectores {7, 7, k} forman una base del espacio vectorial y los nlimeros ug, uy, u- son las
coordenadas del vector @ en esa base.
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Producto escalar

El producto escalar de dos vectores 4 y U es un ntimer

(=1}

n
—~ 0
>

<y
N

G 0>0;  Gi=0 = d= 7= (\0) = (@i - 5)
R i (GHd) =TT

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero.
Ulv <— @ -v=0

El médulo de un vector 4 es la raiz cuadrada positiva de @ - :

Un vector es unitario si tiene médulo 1.

Se llama base ortonormal la formada por 3 vectores ortogonales y unitarios.
La base {7, 7, k} es ortonormal.




Producto escalar en una base ortonormal

Uz Vg
U= |uy | =uV+ uyy+ u.k; U= | vy | =00+ vyJ+ vk
Uz Vz

@0 = (Ul + Uy T+ k) - (VaT+ vyT+ v2k)

= g (V- 2) + yvy (7 7) + uzv: (K - )

= Uz UV + UyUy + UzVz

El dangulo de dos vectores se define por:

- u- v - Uz Vg +uyvy+uzv2
COS(U’ U) - ‘ﬂ||17| ’ Cos(u’ v) - \/u2 + u2 + u? \/1)2 + v2 + v2
z Yy z x Y z




Proyeccién de un vector en una direccién

@ - U = |d||0] cos a« = |proy(d, D)||V]|
Y si 7 es unitario:
i - i = |proy(d, @)||7i| = |proy(, )|

De forma que:

proy (4, i) = (@-7)7;  [proy(d,i)| = |@ - i
. . . 1 =
Si el vector ¥ no es unitario, lo es mf)’. ,U
Lo u-T U
proy (i, ¥) = |72 Us [proy (i, v)| = | 1] |

En las dos primeras igualdades hemos supuesto que el 4ngulo « es agudo.
Si fuese obtuso habria que anadir un signo —.
Las siguientes igualdades son ciertas aunque el dngulo sea obtuso.
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Sean los vectores:

2
u= (5] ; v= (1
1 1

Vamos a descomponer @ en suma de un vector paralelo a ¥ y uno perpendicular a v.

Segun lo visto:

o451 (h) s}
=3 =31
1 1
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Producto vectorial

Sean los vectores:

Ug Ve
- -
d=|uy | ; 7= [ vy

Uz Vz

El producto vectorial w = 4 X ¥ es un vector perpendicular a @ y ¥:

Uz Wz + UyWy + Uz w, = 0

Ve Wz + VyWy + vz w, =0

Uy Uz Uy  Ug Uz Uy
We = ; Wy = ; w, =
Vy Uy Uy  Ug Uy Uy
Se puede recordar asi:
77k 7 Uz Vg
UXT= Uy Uy U= |] Uy Uy
Ve Uy Uz| |k u: v

10 /14




torial: propiedades

Propiedades:

]
X
St

1v

<L

= UXU LU, uX

|@ x U] = |]|T|sen «

2 -1 7 2 -1 -3
= |-1]; g=10 axv=|] -1 0|=|-7
1 3 E 1 3 -1




Producto mixto

Sean los vectores:

Uz Vg W
U= |uy| ; v=1vy | ; W= | wy
Uy vy wy
El producto mixto de estos tres vectores es:
(@, 7, W] =4 - (U x W)
Ug 7 (% Wy
= uy J ’l)y wy
Uy k v, w,
vy w Vs
=y | Y Y1+ uy
Vy Wy T
Uy Uy Wy
= Uy Uy Wy
Uz Vz Wy

Wz

+ U,

Vx

Wy




Propiedades del producto mixto

<y

= El producto mixto es cero si y solo si los tres vectores son dependientes.
= Si se intercambian dos de los vectores, el producto mixto no cambia en valor absoluto pero si de signo.

= El producto mixto es igual al volumen con signo del paralelepipedo que tiene como aristas los tres
vectores.
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