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Teorema (Rolle)

Sea f(x) una funcién
» Continua en el intervalo cerrado [a, b].
» Derivable en el intervalo abierto (a,b).

s La funcion toma el mismo valor en los extremos del intervalo:

Si se cumplen estas condiciones, existe al menos un punto £ € (a,b) en el que

f'€) =0
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Consecuencias del teorema de Rolle (1)

Entre dos ceros de una funcion derivable debe haber al menos un cero de la derivada.

Y y=f(x)
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Consecuencias del teorema de Rolle (2)

Si la derivada no se anula, la funcién tiene a lo sumo un cero.
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Teorema del valor medio

Y
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Teorema (del valor medio, de Lagrange o de los incrementos finitos)
Sif es:

» continua en [a,b] y

» derivable en (a,b)

entonces, existe £ € (a, b) tal que:

o bien:

JGJ (IES Ramiro de Maeztu) Derivadas (3)



Demostracion del teorema del valor medio

Sea
F(z) = f(z) — M\
y escojamos A de forma que la funcién cumpla las hipétesis del teorema de Rolle.
Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la tercera
condicién:
F(a) = f(a) = Xa
F(b) = f(b) —Xb
Entonces:

F(a)=F(®b) = f(a)—Xa=f(b)—-\ = A:W

Para este valor de A\, como consecuencia del teorema de Rolle, existe £ € (a,b) tal que F’(£) = 0:

EIFEO=0 = JO-1=0 = f=x=10=0
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Consecuencias del teorema del valor medio (1)

» Si f/(z) > 0en (a,b), entonces f(x) es creciente en (a,b).

a b

Sean x1,x2 € (a,b) y x2 > x1. Por el teorema del valor medio:
f(x2) = f(21) + f1(§)(x2 — x1) > f(a1)

y la funcion es creciente.

» Tgualmente, si f/(x) < 0 en (a,b), entonces f(x) es decreciente en (a,b).

flx2) = f(z1) + f1(€)(z2 — 1) < f(z1)

y la funcién es decreciente.
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Consecuencias del teorema del valor medio (2)

» Si f/(x) =0 en (a,b), entonces f(z) es constante en (a,b).

a b
I &' X9

Sean z1, 2 € (a,b). Por el teorema del valor medio:
fx) = f(a1) + f1(E) (w2 — 21) = f(21)

y la funcién es constante.

= Si dos funciones tienen la misma derivada su diferencia es constante.
Sea F(x) = f(z) — g(x). Si las dos funciones tienen la misma derivada:

F'(z) = f'(z) = ¢'(z) = 0

y, por la propiedad anterior, F'(z) = f(z) — g(x) es constante
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Teorema de la media de Cauchy

Si las funciones f(z) y g(x) son continuas en [a, b] y derivables en (a,b), existe & € (a,b) que
cumple:

(f(b) = f(a)) g'(§) = (9(b) — g(a)) ['(£)

Sea F(x) = f(x) — Ag(z). La funcién F(z) es continua en [a, b] y derivable en (a,b). Escojamos A
de modo que cumpla también la tercera condicién del teorema de Rolle:

)= f@=dgla) 0 o ) - S
{F<b>=f<b>—xg<b> @) =2gla) = FB) =29() = A="p—ra

Entonces, por el teorema de Rolle, existe ¢ tal que F'(£) = 0:

FO-rw@=0  O-TET @ -0 (40~ @) = ) - s@) 16
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Teorema (de Cauchy)

Sean f(z) y g(z) dos funciones:
» Continuas en [a, b]
» Derivables en (a,b)
» La derivada de g(z) no se anula en (a, b)

Entonces, existe £ € (a,b) tal que:

Es igual que el teorema anterior. La tercera condicién se anade para poderlo escribir en
forma de fraccion.
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Regla de I’'Hopital. Enunciado.

Teorema (Regla de I’'Hopital)

Sean f y g dos funciones:

s Derivables en un entorno reducido de a.
Ii =1 =0.
= lim f(z) = lim g(z) = 0
» La derivada ¢’ no se anula en un entorno reducido de a.

Entonces, si existe el limite del cociente de las derivadas:

TAC)

(@)
o g@) | e g(@)
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Regla de ’'Hopital. Demostracion.

1 h,_> f(.’l’}) =0 y lim 9(117) =0 [)()demos suponer f(a) = g(a) =0 y 1 S fU. ci
r—a T—a a 1 ones
f y g continuas en a.

Entonces, podemos aplicar el teorema de Cauchy en el intervalo [a, z:

i T g S@) = Fl@) oy F(E)

2ma g(z)  aa g(z) — gla) | e=a g/(€)

Siendo & un nimero comprendido entre a y . Cuando x tiende a a, los ntimeros x y & se
hacen muy préximos de modo que:

flx) . f(x)

@) A )
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