
w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

Matemáticas I

Bachillerato Internacional

Jesús García de Jalón de la Fuente

IES Ramiro de Maeztu

Madrid

2021-2022



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

Índice general

1. Raíces y logaritmos 7

1.1. Potencias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Raíces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Las raíces como potencias de exponente fraccionario. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4. Operaciones con radicales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5. Logaritmos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.6. Propiedades de las logaritmos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.7. Cambio de base. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.8. Funciones exponenciales y logarítmicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.9. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2. Combinatoria. Inducción matemática 17

2.1. Combinatoria. Reglas de la suma y del producto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2. Permutaciones y variaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3. Combinaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4. Números Combinatorios. Fórmula de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.5. Inducción matemática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.6. Subconjuntos y particiones de un conjunto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.7. Variaciones y permutaciones con repetición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.8. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3. Polinomios y ecuaciones 29

3.1. Polinomios. Valor numérico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2. Raíces de un polinomio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3. Teoremas del factor y del resto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4. Descomposición factorial de un polinomio de segundo grado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.5. Regla de Ru�ni. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

4 ÍNDICE GENERAL

3.6. Ecuaciones de primer grado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.7. Ecuaciones de segundo grado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.8. Ecuaciones irracionales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.9. Ecuaciones de grado superior al segundo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.10. Relaciones de Cardano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.11. Ecuaciones exponenciales y logarítmicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.12. Inecuaciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.13. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4. Trigonometría 41

4.1. Ángulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2. Razones trigonométricas de ángulos agudos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3. La escuadra y el cartabón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.4. Razones trigonométricas de ángulos cualesquiera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.5. Resolución de triángulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.6. Área de un triángulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.7. Cevianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.8. Reducción al primer cuadrante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.9. Suma de ángulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.10. Ángulo doble y ángulo mitad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.11. Fórmulas de transformación en producto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.12. Funciones circulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.13. La fórmula de Herón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.14. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5. Geometría 59

5.1. Ecuación punto-pendiente y explícita de la recta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.2. Ecuación canónica o segmentaria. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.3. Ecuación general o implícita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.4. Posición relativa de dos rectas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.5. Ángulo de dos rectas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.6. Distancias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.7. Mediatriz y bisectriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.8. Vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.9. Otras formas de la ecuación de la recta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

ÍNDICE GENERAL 5

5.10. Cónicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6. Números complejos 79

6.1. Cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

6.2. Números complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

6.3. Operaciones con complejos en forma binómica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6.4. Potencia y raíz cuadrada en forma binómica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

6.5. Forma polar y trigonométrica del número complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.6. Producto y cociente en forma trigonométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.7. Potencia y raíz en forma polar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.8. Forma exponencial de un número complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.9. Números complejos y transformaciones geométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.10. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

7. Sucesiones 93

7.1. Sucesión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7.2. Límite de una sucesión. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7.3. Cálculo de límites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

7.4. El número e. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.5. Progresiones aritméticas y geométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.6. Problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

8. Funciones 101

8.1. De�niciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

8.2. Funciones de primer y segundo grado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8.3. Función de proporcionalidad inversa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

8.4. Funciones exponenciales y logarítmicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

8.5. Funciones circulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

8.6. Transformación de funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

9. Límites de funciones. Continuidad 113

9.1. Límite cuando la variable tiende a in�nito. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

9.2. Límite cuando la variable tiende a un número �nito. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

9.3. Funciones continuas. Casos de discontinuidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

9.4. Asíntotas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

9.5. Nueva de�nición de continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

6 ÍNDICE GENERAL

9.6. Reglas para el cálculo de límites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

9.7. Dos límites importantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

9.8. Propiedades de las funciones continuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

10.Derivadas 125

10.1. Función derivada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

10.2. Reglas de derivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

10.3. Funciones crecientes y decrecientes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

10.4. Concavidad y convexidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

10.5. Diferencial de una función . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

10.6. Propiedades de las funciones derivables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

10.7. Teorema de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

Tema 1

Raíces y logaritmos

1.1. Potencias.

Una potencia an, en donde n es un entero positivo es un producto de factores iguales:

an = a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n factores

El factor que se repite a se llama base de la potencia y el número de veces que se repite, n, es el exponente.

Así de�nidas, las potencias tienen las cinco propiedades siguientes:

⋄ Producto de potencias de la misma base:

am · an = am+n

Para sumar potencias de la misma base, se suman los exponentes.

⋄ Cociente de potencias de la misma base:

am

an
= am−n

Para dividir potencias de la misma base, se restan los exponentes.

⋄ Potencia de una potencia:

(am)
n
= amn

Para elevar una potencia a otro exponente, se multiplican ambos exponentes.

⋄ Potencia de un producto:

(MN)
n
= MnNn

La potencia de un producto es igual al producto de las potencias.

⋄ Potencia de un cociente:(
M

N

)n

=
Mn

Nn

La potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias.

7
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8 TEMA 1. RAÍCES Y LOGARITMOS

Estas propiedades son sencillas de justi�car a partir de la de�nición de potencia como un producto de
factores iguales. Por ejemplo, la primera propiedad se demuestra de la siguiente manera:

am · an = a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
m factores

· a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n factores

= a · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
m + n factores

= am+n

El concepto de potencia puede extenderse a exponentes enteros no positivos de forma que se sigan
cumpliendo las propiedades anteriores:

⋄ Si dividimos dos números iguales sabemos que el resultado es 1. Dividamos dos potencias iguales:

1 =
an

an
= an−n = a0 =⇒ a0 = 1

Así pues, sea cual sea la base, si el exponente es cero, la potencia vale 1.

⋄ Sea ahora una potencia de exponente negativo. Para que se cumpla la primera propiedad debe
ocurrir que:

a−n · an = a−n+n = a0 = 1 =⇒ a−n =
1

an

El número a−n es el inverso de an.

Así de�nidas, las potencias de exponente negativo o cero, cumplen las propiedades enumeradas anterior-
mente. Pero ya no se pueden de�nir como productos de factores iguales (un número no puede multiplicarse
por sí mismo un número negativo de veces).

1.2. Raíces.

La raíz cuadrada de un número N es otro número que elevado al cuadrado es igual a N . Este número se
representa por

√
N . Es decir, este número cumple que:(√

N
)2

= N

Los números positivos tienen dos raíces cuadradas. Por ejemplo hay dos raíces cuadradas de 9 que son
+3 y −3 pues cualquiera de estos números elevados al cuadrado dan 9. Cuando queramos distinguir entre
la raíz cuadrada positiva y negativa de un número pondremos el signo delante. Así, la raíz positiva de 3
se indica mediante +

√
3 y la negativa mediante −

√
3.

No existe raíz cuadrada de los números negativos puesto que cualquier número al cuadrado es positivo.
Por ejemplo, la raíz cuadrada de −4 no puede ser ni +2 ni −2 puesto que 22 = (−2)2 = 4.

De forma similar se de�nen las raíces cúbicas, cuartas, etc. La raíz cúbica de N es un número que elevado
al cubo es igual a N . La raíz cuarta de N es un número que elevado a la cuarta es igual a N . Por ejemplo:

3
√
8 = 2 porque 23 = 8

3
√
−8 = −2 porque (−2)3 = −8

4
√
81 = 3 porque 34 = 81

4
√
81 = −3 porque (−3)4 = 81

Todos los números, positivos y negativos, tienen una única raíz cúbica. Sin embargo, como en el caso
de la raíz cuadrada, los números positivos tienen dos raíces cuartas y los números negativos no tienen
ninguna.
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1.3. LAS RAÍCES COMO POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO. 9

En general, la raíz enésima de un número N es un número n
√
N que elevado al exponente n es igual a N :(

n
√
N
)n

= N

Esta de�nición, la podemos expresar también de la siguiente forma:

xn = N ⇐⇒ x =
n
√
N

en donde se aprecia que la raíz permite despejar una incógnita que está elevada a un exponente. En la
expresión n

√
N , N es el radicando y n es el índice de la raíz.

En general, existe una única raíz de índice impar para todos los números. Los números positivos tienen
dos raíces de índice par y los números negativos no tienen ninguna.

Las raíces tienen las propiedades siguientes:

⋄ Raíz de un producto:

n
√
M ·N =

n
√
M · n

√
N

La raíz de un producto es igual al producto de las raíces.

⋄ Raíz de un cociente:

n

√
M

N
=

n
√
M

n
√
N

La raíz de un cociente es igual al cociente de las raíces.

⋄ Raíz de una potencia. Siempre que existan las raíces se veri�ca que:

n
√
Nm =

(
n
√
N
)m

La raíz de una potencia es igual a la potencia de la raíz.

⋄ Raíz de una raíz:

m

√
n
√
N =

mn
√
N

La raíz de una raíz es una raíz cuyo índice es el producto de los índices.

⋄ Propiedad de simpli�cación:

np
√
Nmp =

n
√
Nm

El índice de la raíz y el exponente del radicando pueden multiplicarse o dividirse por el mismo
número.

1.3. Las raíces como potencias de exponente fraccionario.

Podemos pensar ahora qué sentido podemos darle a una potencia de exponente fraccionario como, por
ejemplo 5

1
2 . Como en el caso de los exponentes negativos no puede considerarse como un producto de

factores iguales pues no tiene sentido multiplicar 5 por sí mismo media vez.

Se trata entonces, de de�nir este número de tal forma que se cumplan las propiedades de las potencias que
hemos visto. Elevando este número al cuadrado y aplicando la propiedad de la potencia de otra potencia
resulta:(

5
1
2

)2
= 5

1
2 ·2 = 51 = 5
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10 TEMA 1. RAÍCES Y LOGARITMOS

Vemos que 5
1
2 es un número que, elevado al cuadrado, es igual 5. Pero el número que elevado al cuadrado

es 5 es
√
5. Por consiguiente:

5
1
2 =

√
5

En general:

a
1
n = n

√
a puesto que

(
a

1
n

)n
= a

1
n ·n = a1 = a

y si el numerador es distinto de 1:

a
m
n = n

√
am puesto que a

m
n =

(
a

1
n

)m
=
(

n
√
a
)m

= n
√
am

Es decir, el denominador del exponente es el índice de la raíz y el numerador es el exponente del radicando.

1.4. Operaciones con radicales.

Vamos a ver algunos ejemplos de las operaciones más usuales con radicales.

⋄ Extraer factores de la raíz:
√
128 =

√
64 · 2 = 8

√
2

3
√
24 =

3
√
8 · 3 = 2

3
√
3

√
27x5 =

√
9x4 · 3x = 3x2

√
3x

⋄ Introducir factores en la raíz:

5
√
6 =

√
25 · 6 =

√
150

3
3
√
10 =

3
√
27 · 10 =

3
√
270

2x3
√
5x =

√
4x6 · 5x =

√
20x7

⋄ Multiplicar o dividir radicales. Si las raíces tienen el mismo índice, se multiplican o dividen los
radicandos. Si tienen distinto índice, aprovechando la propiedad de simpli�cación, se reducen a
índice común y después se multiplican o dividen los radicandos:

√
18

√
6 =

√
18 · 6 =

√
108

√
5

3
√
10 =

6
√
53

6
√
102 =

6
√
53 · 102 =

6
√
12500

√
2x

3
√
5x2;

4
√
3x3 =

12
√
26x6 12

√
54x8 12

√
33x9 =

12
√
1080000x23

⋄ Suma de radicales. Solamente puede encontrarse una expresión más sencilla en el caso de que los
radicales sean semejantes, esto es, radicales en los que después de extraer factores queden raíces
iguales. Si no sucede así, la suma se deja indicada.

5
√
6 + 3

√
6 = (5 + 3)

√
6 = 8

√
6

2
√
50 + 3

√
32 = 2

√
25 · 2 + 3

√
16 · 2 = 2 · 5

√
2 + 3 · 4

√
2 = 10

√
2 + 12

√
2 = 22

√
2

√
2−

√
3 esta suma debe dejarse indicada

⋄ Racionalizar denominadores. Se trata de obtener fracciones equivalentes sin raíces en el denomi-
nador. La técnica es diferente según aparezca o no en el denominador una suma o diferencia de
raíces:

5

2
√
3
=

5
√
3

2
√
3
√
3
=

5
√
3

2 · 3
=

5
√
3

6

3
3
√
5
=

3
3
√
52

3
√
5

3
√
52

=
3 3
√
25

3
√
53

=
3 3
√
25

5

2√
3− 1

=
2(
√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=
2(
√
3 + 1)

3− 1
=

2(
√
3 + 1)

2
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1.5. LOGARITMOS. 11

1.5. Logaritmos.

Sea a un número positivo distinto de 1. Se llama logaritmo en base a del número N y se representa
mediante loga N a la solución de la ecuación ax = N :

ax = N =⇒ x = loga N

Ejemplos:

3x = 81 =⇒ x = log3 81 = 4

2x = 8 =⇒ x = log2 8 = 3

5x = 1
5 =⇒ x = log5

1
5 = −1

3x =
√
3 =⇒ x = log3

√
3 = 1

2

También puede de�nirse de la siguiente forma. Sea a un número positivo distinto de 1, se llama logaritmo
en base a del número N y se representa mediante loga N al exponente que hay que poner a a para obtener
N .

Ejemplos:

log7 49 = 2 ya que 72 = 49

log5 125 = 3 ya que 53 = 125

log4 2 = 1
2 ya que 4

1
2 = 2

Primeras propiedades:

⋄ Puesto que para a > 0 las potencias de a son positivas, la ecuación ax = N no tiene solución en
el caso de que N sea negativo o cero. En consecuencia, solamente existen los logaritmos de los
números positivos.

⋄ Puesto que a0 = 1, el logaritmo de 1 es igual a 0 en cualquier base:

a0 = 1 ⇐⇒ loga 1 = 0

⋄ De la de�nición de logaritmo se deducen las siguientes propiedades de simpli�cación:

loga a
x = x ; aloga x = x

1.6. Propiedades de las logaritmos.

⋄ Logaritmo de un producto. El logaritmo del producto de dos números es igual a la suma de
los logaritmos de los factores:

loga(MN) = loga M + loga N

Demostración:

loga M = x =⇒ ax = M
loga N = y =⇒ ay = N

}
=⇒ loga(MN) = loga (a

xay) = loga a
x+y = x+y = loga M+loga N

⋄ Logaritmo de un cociente. El logaritmo del cociente de dos números es igual a la diferencia de
los logaritmos de los factores:

loga
M

N
= loga M − loga N

Demostración:

loga M = x =⇒ ax = M
loga N = y =⇒ ay = N

}
=⇒ loga

M

N
= loga

ax

ay
= loga a

x−y = x− y = loga M − loga N
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12 TEMA 1. RAÍCES Y LOGARITMOS

⋄ Logaritmo de una potencia. El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo
de la base:

loga M
n = n loga M

Demostración:

loga M
n = loga

n factores︷ ︸︸ ︷
(M ·M · . . . ·M)

=

n sumandos︷ ︸︸ ︷
loga M + loga M + . . .+ loga M

= n loga M

⋄ Logaritmo de una raíz. El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo del radicando dividido
por el índice de la raíz:

loga
n
√
M =

1

n
loga M

Demostración:

loga
n
√
M = loga M

1
n =

1

n
loga M

1.7. Cambio de base.

Si conocemos los logaritmos en la base a, pueden calcularse los logaritmos en otra base b mediante:

logb N =
loga N

loga b

Demostración:

Supongamos que queremos calcular logb N . Si llamamos x a este número:

logb N = x =⇒ bx = N

Aplicando el logaritmo base a en esta última igualdad:

loga b
x = loga N =⇒ x loga b = loga N

=⇒ x = logb N =
loga N

loga b

Veamos ahora algunas aplicaciones de la fórmula del cambio de base:

⋄ Calcular con una aproximación a las milésimas log5 60.

Puesto que la calculadora nos da los logaritmos neperianos:

log5 60 =
ln 60

ln 5
≃ 2,544

⋄ Obtener sin calculadora log32 16.

Puesto que los dos números son potencias de 2, pasando a esta base:

log32 16 =
log2 16

log2 32
=

4

5
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1.8. FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS. 13

⋄ Demostrar que log 1
a
N = − loga N .

Cambiando a la base a:

log 1
a
N =

loga N

loga
1
a

=
loga N

−1
= − loga N

Ejercicio 1. Calcular los siguientes logaritmos:

(a) log3
√
27 (b) log49 343 (c) log9

1
3√3

(d) log25
1
5

Solución:

(a) log3
√
27 =

1

2
log3 27 =

3

2

(b) log49 343 =
log7 343

log7 49
=

3

2

(c) log9
1
3
√
3
= log9 1− log9

3
√
3 = −

log3
3
√
3

log3 9
= −

1
3

2
= −

1

6

(d) log25
1

5
= log25 1− log25 5 = −

1

2

♠♠♠♠

Ejercicio 2. Conocido log 5 = 0,6990, hallar log 12,5 y log 0,032.

Solución:

Conocido log 5 se conoce también log 2 ya que:

log 2 = log
10

5
= log 10− log 5 = 1− 0,6990 = 0,3010

Entonces:

log 12,5 = log
25

2

= log 25− log 2

= log 52 − log 2

= 2 log 5− log 2

= 2 · 0,6990− 0,3010

= 1,0970

log 0,032 = log
32

1000

= log 32− log 1000

= log 25 − 3

= 5 log 2− 3

= 5 · 0,3010− 3

= −1,4950

♠♠♠♠

1.8. Funciones exponenciales y logarítmicas.

Las funciones de�nidas por y = ax donde a es un número positivo cualquiera se llaman funciones

exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la función puede escribirse en la base e, es decir como
y = ekx con k = ln a positivo o negativo según que a sea mayor o menor que 1. Como características más
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:
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14 TEMA 1. RAÍCES Y LOGARITMOS

⋄ Sea cual sea el valor de x, ekx es positivo.

⋄ El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asíntota horizontal de y = ekx en −∞ o +∞ según
sea k positivo o negativo.

⋄ La curva y = ekx no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1).

Figura 1.1: Función exponencial

Se llaman funciones logarítmicas las de�nidas por f(x) = loga x. Con ayuda de la fórmula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier función logarítmica puede expresarse como y = k · lnx, donde lnx es el
logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones
citaremos:

⋄ Las funciones logarítmicas solo existen para x positivo.

⋄ La recta x = 0 (el eje de ordenadas) es asíntota vertical de y = k · lnx.

⋄ La curva y = k · lnx no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1, 0).

Figura 1.2: Función logarítmica

1.9. Problemas

1. The function f is given by

f(x) =
3x + 1

3x − 3−x
, for x > 0.

(a) Show that f(x) > 1 for all x > 0.
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1.9. PROBLEMAS 15

(b) Solve the equation f(x) = 4.

2. Solve the equation 2− log3(x+ 7) = log 1
3
2x.

3. The �rst terms of an arithmetic sequence are

1

log2 x
,

1

log8 x
,

1

log32 x
,

1

log128 x
. . .

Find x if the sum of the �rst 20 terms of the sequence is equal to 100.

4. Consider

a = log2 3 · log3 4 · log4 5 · . . . · log31 32

Given that a ∈ Z, �nd the value of a.

5. Resuelva la ecuación 8x−1 = 63x. Exprese la respuesta en función de ln 2 y ln 3.

6. (a) Indique el conjunto de valores de a para los cuales la función x 7−→ loga x existe para todo x ∈ R+.

(b) Sabiendo que logx y = 4 logy x, halle todas las posibles expresiones de y en función de x.

7. Find integer values of m and n for which

m− n log3 2 = 10 log9 6

8. Resuelva la ecuación 4x + 2x+2 = 3.

9. Find the solution of log2 x− log2 5 = 2 + log2 3.

10. Sabiendo que:

log10

(
1

2
√
2
(p+ 2q)

)
=

1

2
(log10 p+ log10 q) ; p > 0, q > 0

halle p en función de q.

11. Resuelva la ecuación log2(x+ 3) + log2(x− 3) = 4.

12. Muestre que

logr2 x =
1

2
logr x ; r, x ∈ R+

13. Resuelva el sistema de ecuaciones:{
log2 6x = 1 + log2 y

1 + log6 x = log6(15y − 25)

14. Solve the following system of equations.{
logx+1 y = 2

logy+1 x = 1
4
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Tema 2

Combinatoria. Inducción matemática

2.1. Combinatoria. Reglas de la suma y del producto

La combinatoria es la parte de las Matemáticas que trata de contar el número de elementos de un conjunto
�nito. Problemas típicos de combinatoria serían calcular el número de diagonales de un polígono de n
lados, de cuántas maneras diferentes se pueden repartir cinco cartas de una baraja, etc.

Los dos principios fundamentales para contar los elementos de un conjunto son la regla de la suma y la
regla del producto:

Regla de la suma: El número de elementos de A ∪ B es igual al número de elementos de A más el
número de elementos de B menos el número de elementos de A ∩B:

n(A ∪B) = n(A) + n(B)− n(A ∩B)

Es evidente que si para contar los elementos de A∪B sumamos los elementos de A más los elementos de
B, los elementos de A ∩B los contamos dos veces; por esta razón es preciso restar n(A ∩B).

La regla de la suma se puede extender fácilmente a la unión de más de dos conjuntos. Para tres conjuntos
se escribe así:

n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C)− n(A ∩B)− n(A ∩ C)− n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)

Ejercicio 3. En una reunión de 30 personas todas hablan español o francés. Sabiendo que 25 de ellas hablan español y
20 hablan francés, ¾cuántas de ellas hablan ambos idiomas?

Solución:

Si llamamos E al conjunto de los que hablan español y F al conjunto de los que hablan francés, se tiene que:

n(E ∪ F ) = n(E) + n(F )− n(E ∩ F ) ; 30 = 25 + 20− n(E ∩ F )

y resulta n(E ∩ F ) = 15.

♠♠♠♠

La regla del producto permite calcular el número de las posibles con�guraciones de un objeto que está
compuesto de varias partes diferentes.

Regla del producto: Si un objeto está formado por dos partes diferentes. Si la primera parte puede
con�gurarse de p formas y para cada una de ellas la segunda parte puede formarse de q maneras diferentes,
el número de con�guraciones posibles del objeto es pq.

La regla del producto se aplica de la misma manera si el objeto consta de más de dos partes.

Ejercicio 4. En una carrera participan 10 corredores, ¾de cuántas maneras diferentes pueden repartirse las tres medallas,
de oro, de plata y de bronce?

17
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18 TEMA 2. COMBINATORIA. INDUCCIÓN MATEMÁTICA

Figura 2.1: Regla de producto: si un objeto está compuesto por tres partes diferentes que

se pueden formar de p, q y r maneras, el número de posibles configuraciones es pqr

Solución:

Vamos a aplicar la regla del producto. La medalla de oro se puede repartir de 10 formas diferentes. Para cada posibilidad
de la medalla de oro, la de plata puede darse de 9 formas y para cada posibilidad de las medallas de oro y plata, la medalla
de bronce la pueden obtener de 8 maneras. Entonces, las medallas puede repartirse de

10 · 9 · 8 = 720

maneras diferentes.

♠♠♠♠

Aunque en muchos problemas de disposiciones ordenadas de objetos puede aplicarse la regla del producto,
hay casos en que no sucede así. Veamos un ejemplo.

Ejercicio 5. En una urna hay cuatro bolas: una roja, una verde y dos azules. Se extraen las cuatro bolas sucesivamente.
¾Cuántos resultados diferentes pueden obtenerse?

Solución:

Para la primera extracción se pueden obtener tres resultados diferentes, bola roja, verde o azul. Sin embargo, para la segunda
extracción no se puede decir cuántos resultados diferentes se pueden dar. En efecto, si en la primera extracción ha salido
bola roja, en la segunda puede darse verde o azul, es decir 2 resultados. Pero si en la primera extracción ha salido azul, en
la segunda pueden darse 3 resultados, roja, verde y azul. Así pues, en este caso no se puede aplicar la regla del producto.

Más adelante se verá cómo puede tratarse este tipo de problemas. De momento, escribiremos las 12 disposiciones diferentes
que pueden obtenerse:

aarv, aavr, arav, avar, arva, avra, raav, rava, rvaa, vaar, vara, vraa

♠♠♠♠

2.2. Permutaciones y variaciones

Se llaman permutaciones ordinarias de n elementos a las distintas maneras de ordenar n objetos. Por
ejemplo, las distintas maneras de disponer en orden las letras {a, b, c, d} son:

abcd, abdc, acbd, acdb, adbc, adcb,
bacd, badc, bcad, bcda, bdac, bdca,
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba,
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba

El número de permutaciones de n elementos lo representaremos por Pn.
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2.2. PERMUTACIONES Y VARIACIONES 19

El número de permutaciones ordinarias se calcula fácilmente mediante la regla del producto. En el ejemplo
anterior la primera letra se puede escoger de 4 maneras; una vez elegida la primera, la segunda se puede
elegir de 3 maneras, la tercera de 2 y la cuarta de un solo modo. Es decir:

P4 = 4 · 3 · 2 · 1 = 24

o, en general, para n letras:

Pn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 2 · 1

es decir, el producto de todos los números enteros desde n hasta 1. Este número se llama factorial de
n y se representa por n!. Para que algunas fórmulas que veremos más adelante tengan sentido, se toma
0! = 1.

Ejercicio 6. Calcular el número de maneras diferentes en que se puede ordenar un alfabeto de 26 letras.

Solución:

P26 = 26! = 26 · 25 · 24 · · · 2 · 1 = 403291461126605635584000000.

♠♠♠♠

Si a partir de m elementos se forman disposiciones ordenadas de n elementos, se habla de variaciones.
Si los elementos no pueden aparecer repetidos, las variaciones se llaman ordinarias; en caso contrario,
es decir, si pueden repetirse, se llaman variaciones con repetición. Las variaciones con repetición se
tratan en otro apartado.

Ejercicio 7. Formar las variaciones ordinarias de tres elementos que pueden formarse con las letras del conjunto A =
{a, b, c, d}.

Solución:

Las variaciones ordinarias son:

abc, abd, acb, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bcd, bda, bdc,
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbc, dca, dcb.

♠♠♠♠

El número de variaciones ordinarias puede obtenerse a partir de la regla del producto. El primer elemento
se puede elegir de m modos distintos, para cada uno de ellos, el segundo de m − 1 modos, el tercero de
m− 2, etc. Llamando Vm,n al número de variaciones de m elementos tomados de n en n, este número es
igual a:

Vm,n = m(m− 1)(m− 2) . . . (m− n+ 1)

es decir, al producto de n factores enteros decrecientes a partir del número m.

Si en la fórmula anterior se multiplica y divide por (m− n)(m− n− 1) . . . 1, resulta:

Vm,n = m(m− 1)(m− 2) . . . (m− n+ 1)

=
m(m− 1)(m− 2) . . . (m− n+ 1)(m− n)(m− n− 1) . . . 1

(m− n)(m− n− 1) . . . 1

=
m!

(m− n)!
.

Ejercicio 8. Con un alfabeto de 26 letras, ¾cuántas palabras de 5 letras distintas pueden formarse?

Solución:

Se trata de un problema de variaciones ordinarias, equivale a calcular el número de maneras de disponer ordenadamente 5
de las 26 letras. La solución es:

V26,5 = 26 · 25 · 24 · 23 · 22 = 7893600

♠♠♠♠
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20 TEMA 2. COMBINATORIA. INDUCCIÓN MATEMÁTICA

2.3. Combinaciones

En muchos casos, el orden en que aparecen los distintos elementos no tiene importancia para la resolución
de problema. Por ejemplo, cuando se mezclan 3 colores, el orden en que se haga la mezcla carece de
relevancia para el resultado �nal. En el juego de la lotería primitiva, el orden en que se escogen los 6
números tampoco tiene importancia.

Sean m objetos distintos. Se llaman combinaciones de estos m elementos tomados de n en n, a los
distintos conjuntos de n elementos que pueden formarse con los m elementos de partida, de tal forma
que los conjuntos se distingan por tener elementos distintos, siendo irrelevante el orden en que estén
colocados.

De una forma más técnica, dado un conjunto de m elementos, las combinaciones de estos elementos
tomados de n den n son los subconjuntos de n elementos que pueden formarse a partir de lasm elementos.
Hay que darse cuenta de la diferencia, las variaciones y permutaciones son disposiciones, distintas formas
de ordenar los elementos. Las combinaciones son subconjuntos y, en consecuencia, el orden en que aparecen
los elementos es irrelevante.

Por ejemplo con los 5 elementos del conjunto {a, b, c, d, e}, pueden formarse las siguientes combinaciones
de 3 elementos:

{a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, e}, {a, c, d}, {a, c, e},
{a, d, e}, {b, c, d}, {b, c, e}, {b, d, e}, {c, d, e}.

Para calcular el número de combinaciones no se puede aplicar directamente la regla del producto ya que
en una combinación no hay primer elemento, segundo elemento, etc.

Sin embargo, hay una relación entre el número de variaciones y el número de combinaciones. Con cada
combinación de n elementos, pueden formarse n! variaciones permutando los n objetos. Por ejemplo, con
la primera combinación {a, b, c} se pueden formar las siguientes 6 variaciones:

abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Por consiguiente, el número de variaciones de m elementos tomados de n en n es n! veces mayor que el
número de combinaciones. Llamando Cm,n al número de combinaciones de los m elementos tomados de
n en n, se tiene

Cm,n =
Vm,n

n!
=

m!

n!(m− n)!
.

Ejercicio 9. ¾De cuántas maneras diferentes se pueden repartir 5 cartas de una baraja de 40 cartas sin que importe el
orden? ¾En cuántas de ellas no está presente el as de oros? ¾En cuántas está presente el as de oros?

Solución:

El número de maneras es el número de combinaciones de 40 elementos tomados de 5 en 5:

C40,5 =
V40,5

5!
=

40 · 39 · 38 · 37 · 36
5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 658008.

Si el as de oros no está presente hay que formar grupos de 5 cartas con las 39 que quedan. El número de modos de elegir 5
cartas de 39 es:

C39,5 =
V39,5

5!
=

39 · 38 · 37 · 36 · 35
5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 575757.

Si el as de oros ha de estar presente deben elegirse 4 cartas entre las 39 restantes para completar el grupo de 5. El número
de modos de elegir 4 de 39 cartas es:

C39,4 =
V39,4

4!
=

39 · 38 · 37 · 36
4 · 3 · 2 · 1

= 82251.

Obsérvese que, como cabría esperar, la suma de los dos últimos resultados es igual al primero.

♠♠♠♠
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De acuerdo con el razonamiento que hemos seguido para calcular el número de combinaciones podemos
volver a formular la regla del producto de la siguiente forma:

Nueva regla del producto: para el caso de que un objeto esté formado por varias partes equivalentes
o intercambiables el número de con�guraciones del objeto es el producto del número de con�guraciones
de las partes dividido por el factorial del número de las partes (�gura 2.2).

Figura 2.2: Regla de producto extendida: si un objeto está compuesto por tres partes

iguales o intercambiables que se pueden formar de p, q y r maneras, el número de posibles

configuraciones es pqr/3!

2.4. Números Combinatorios. Fórmula de Newton

En ocasiones se utiliza otra notación para el número de combinaciones. Los números combinatorios
(
m
n

)
(se lee m sobre n), se de�nen de la siguiente forma:(

m

n

)
=

{
Cm,n si n ̸= 0

1 si n = 0

Los números combinatorios tienen dos propiedades importantes:

−
(
m

n

)
=

(
m

m− n

)
.

Esta propiedad se entiende fácilmente con el siguiente ejemplo. Supongamos que un examen consta
de 10 preguntas de las que hay que contestar solamente 8. El número de maneras de escoger las
preguntas es C10,8 =

(
10
8

)
. Ahora bien, es evidente que es lo mismo escoger las 8 preguntas que se

van a contestar, que las 2 preguntas que no se van a contestar. Estas 2 preguntas se pueden escoger
de C8,2 =

(
8
2

)
maneras. Entonces debe ocurrir que(

10

8

)
=

(
10

2

)
Esta propiedad se puede interpretar como que el número de maneras de elegir los elementos que
forman parte de una combinación es igual al número de maneras de elegir los que quedan fuera de
dicha combinación.

−
(
m

n

)
=

(
m− 1

n

)
+

(
m− 1

n− 1

)
.
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22 TEMA 2. COMBINATORIA. INDUCCIÓN MATEMÁTICA

Esta propiedad permite obtener las combinaciones formadas con determinado número de elementos
a partir de las combinaciones formadas con un elemento menos. El Ejemplo 9 puede ayudar a
comprender esta propiedad. El número de combinaciones que se pueden formar con las 40 cartas
de la baraja son

(
40
5

)
. Este número se puede considerar como suma de las

(
39
5

)
en las que no está

presente el as de oros y las
(
39
4

)
en las que sí está presente. Resulta entonces:(

40

5

)
=

(
39

5

)
+

(
39

4

)
Aprovechando esta segunda propiedad, los números combinatorios pueden disponerse de la siguiente
manera:

o bien en forma de tabla:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

que se conoce como triángulo de Tartaglia o de Pascal. En la primera �la aparecen los números combi-
natorios para m = 1, es decir

(
1
0

)
y
(
1
1

)
, en la segunda �la están los números combinatorios para m = 2,(

2
0

)
,
(
2
1

)
y
(
2
2

)
, etc. Los números que aparecen en los extremos de cada �la son iguales a 1 y los demás se

obtienen sumando los dos números que tiene encima (aquí es donde se aplica la segunda propiedad de los
números combinatorios).

Las fórmulas del cuadrado del binomio:

(a+ b)
2
= a2 + 2ab+ b2

y del cubo:

(a+ b)
3
= a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3
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se generalizan con ayuda de los números combinatorios a la fórmula de Newton:

(a+ b)
n
=

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

Si en lugar de una suma queremos hallar la potencia de una diferencia, basta cambiar en la fórmula de
Newton el signo más por menos en los términos en los que el exponente de b es impar.

2.5. Inducción matemática

Consideremos la fórmula de Newton escrita en la siguiente forma:

(1 + x)
n
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
xn−1 +

(
n

n

)
xn

Para demostrar este tipo de teoremas en cuya formulación interviene un parámetro entero (n en este
caso), se utiliza un razonamiento que se conoce como demostración por inducción.

La demostración por inducción consiste en lo siguiente:

− Se demuestra el teorema para un valor inicial n0.

− Se demuestra que si el teorema es cierto para un valor cualquiera del parámetro k, también se
cumple para el valor siguiente k + 1.

− Con ello queda demostrado el teorema para todos los valores del parámetro mayores que n0.

Veamos unos ejemplos:

Ejercicio 10. Demostrar que para n mayor o igual que 1 se cumple que:
n∑

x=1

x2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

Solución:

− Para n = 1 se cumple ya que:

1∑
x=1

x2 = 1 y
1 · (1 + 1) · (2 · 1 + 1)

6
= 1

− Supongamos que el teorema se cumple para n = k:

k∑
x=1

x2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6

Debemos demostrar que en este caso también se cumple para n = k + 1. Es decir:

k+1∑
x=1

x2 = 12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 + (k + 1)2 =
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6

En efecto:
k+1∑
x=1

x2 =
k∑

x=1

x2 + (k + 1)2

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2

=
k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6

=
(k + 1)(k(2k + 1) + 6(k + 1))

6

=
(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6

=
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
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− Como consecuencia de los dos apartados anteriores, el teorema está demostrado para n ≥ 1.

♠♠♠♠

Ejercicio 11. Demostrar por inducción que:
r=n∑
r=1

1
√
r
>

√
n

para n ≥ 2 n ∈ Z.

Solución:

− Se cumple para n = 2:
r=2∑
r=1

1
√
r
=

1
√
1
+

1
√
2
=

√
2 + 1
√
2

=

√
2(
√
2 + 1)

2
=

2 +
√
2

2

>

√
2 +

√
2

2
=

√
2

− Supongamos que se cumple para n = k:

r=k∑
r=1

1
√
r
>

√
k

y veamos que, entonces, se cumple para r = k + 1:

r=k+1∑
r=1

1
√
r
=

r=k∑
r=1

1
√
r
+

1
√
k + 1

>
√
k +

1
√
k + 1

=

√
k
√
k + 1 + 1

√
k + 1

>

√
k
√
k + 1

√
k + 1

=
k + 1
√
k + 1

=
√
k + 1

− De los dos apartados anteriores se deduce que la fórmula se cumple para n ≥ 2.

♠♠♠♠

Ejercicio 12. Demostrar por inducción la fórmula de Newton para n ≥ 1:

(1 + x)n =
(n
0

)
+
(n
1

)
x+

(n
2

)
x2 + · · ·+

( n

n− 1

)
xn−1 +

(n
n

)
xn

Solución:

− Es evidente que se cumple para n = 1.

− Supongamos que se cumple para n = k:

(1 + x)k =
(k
0

)
+
(k
1

)
x+

(k
2

)
x2 + · · ·+

( k

k − 1

)
xk−1 +

(k
k

)
xk

Demostraremos que, en este caso, también se cumple para n = k + 1, es decir:

(1 + x)k+1 =
(k + 1

0

)
+
(k + 1

1

)
x+

(k + 1

2

)
x2 + · · ·+

(k + 1

k − 1

)
xk−1 +

(k + 1

k

)
xk +

(k + 1

k + 1

)
xk+1

En efecto, para n = k + 1:

(1 + x)k+1 = (1 + x)k(1 + x)

=

[(k
0

)
+
(k
1

)
x+

(k
2

)
x2 + · · ·+

( k

k − 1

)
xk−1 +

(k
k

)
xk

]
(1 + x)

=
(k
0

)
+
(k
1

)
x+

(k
2

)
x2 + · · ·+

( k

k − 1

)
xk−1 +

(k
k

)
xk

+
(k
0

)
x+

(k
1

)
x2 + · · ·+

( k

k − 2

)
xk−1 +

( k

k − 1

)
xk +

(k
k

)
xk+1

=
(k + 1

0

)
+
(k + 1

1

)
x+

(k + 1

2

)
x2 + · · ·

+
(k + 1

k − 1

)
xk−1 +

(k + 1

k

)
xk +

(k + 1

k + 1

)
xk+1
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− De los dos apartados anteriores se deduce que la fórmula se cumple para n ≥ 1.

♠♠♠♠

2.6. Subconjuntos y particiones de un conjunto

Dado un conjunto formado por m elementos A = {a1, a2, . . . am}, hemos visto que el número de
subconjuntos de n elementos es Cm,n. El número total de subconjuntos es la suma de los subconjuntos
de 0 elementos más los subconjuntos de 1 elemento, más los de 2, etc:

N =

(
m

0

)
+

(
m

1

)
+

(
m

2

)
+ . . . +

(
m

m

)
Podemos calcular esta suma a partir de la fórmula de Newton:

N = (1 + 1)m =

(
m

0

)
+

(
m

1

)
+

(
m

2

)
+ . . . +

(
m

m

)
= 2m

El número total de subconjuntos es, por tanto, igual a 2m.

Una partición de un conjunto es una descomposición del conjunto en varios subconjuntos disjuntos de tal
forma que todos los elementos del conjunto pertenezcan a algún subconjunto.

El número de particiones de un conjunto depende del tamaño de los subconjuntos y de si son del mismo
tamaño o no. Lo vamos a ver con unos ejemplos.

Ejercicio 13. A partir de 12 jugadores:

(a) ¾De cuántas formas pueden formarse un equipo de 5, uno de 4 y uno de 3 jugadores?

(b) ¾De cuántas tres equipos de 4 jugadores?

(c) De cuántas un equipo de 6 y dos de 3 jugadores?

Solución:

(a) Puede aplicarse la regla del producto, el primer equipo puede formarse de C12,5 maneras. Una vez formado este
equipo, el segundo puede formarse de C7,4 maneras y una vez formado el primero y el segundo, el tercero queda
determinado. El número de particiones es:

N = C12,7 · C7,4 · C3,3 =

(b) En este caso las tres partes son intercambiables. El número de particiones es:

N =
C12,4 · C8,4 · C4,4

3!
=

(c) El primer equipo puede elegirse de C12,6 maneras. Los otros dos son equivalentes y se pueden formar de

C6,3 · C3,3

2!

maneras. En total:

N =
C12,6 · C6,3 · C3,3

2!
=

♠♠♠♠

2.7. Variaciones y permutaciones con repetición

Vamos a considerar ahora agrupaciones ordenadas de objetos en las que estos pueden aparecer repetidos.
El caso más sencillo es el de las variaciones con repetición. Éstas son iguales que las variaciones
ordinarias salvo que los elementos pueden aparecer repetidos. De forma más precisa, supongamos que
tenemos m objetos diferentes, se llaman variaciones con repetición de estos m elementos tomados de n
en n a las distintas disposiciones de n elementos distintos o no, que pueden formarse a partir de los m
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elementos de partida, de forma que se diferencien por tener elementos distintos o por estar dispuestos en
distinto orden.

Por ejemplo, las variaciones de los elementos {a, b} tomados de 3 en 3, son:

aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb

Para calcular las variaciones con repetición puede aplicarse la regla del producto, el primer elemento
puede elegirse de m formas distintas. Puesto que los elementos pueden repetirse, lo mismo ocurre con el
segundo, el tercero, etc. Todos pueden elegirse de m formas. Por consiguiente:

V Rm,n = m ·m ·m · . . . ·m = mn

Ejercicio 14. A partir de los elementos del conjunto {1, x, 2}, ¾cuántas variaciones de 14 elementos pueden formarse?

Solución:

Se trata de variaciones con repetición de 3 elementos tomados de 14 en 14. El número de estas variaciones es:

V R3,14 = 314 = 4782969

♠♠♠♠

Nos planteamos ahora el siguiente problema: con las letras de la palabra PARADA, ¾cuántas ordenaciones
distintas podemos formar?. Si en la palabra no apareciesen letras repetidas, se trataría de permutaciones
ordinarias. Puesto que la A se repite 3 veces se trata de permutaciones con repetición. El número de
permutaciones en este caso lo indicaremos como PR6,3. Esto quiere decir que tenemos 6 elementos y uno
de ellos se repite 3 veces.

En general, el número de permutaciones con repetición se expresa de la siguiente forma:

PRn,r1,r2,...

y así indicamos que tenemos n elementos de los cuales uno se repite r1 veces, otro r2 veces, etc. Podemos
calcular el número de permutaciones con repetición de forma similar a como calculamos las combinaciones.
Suponiendo que todos los elementos fuesen diferentes, el número de permutaciones sería n!. Si un elemento
se repite r veces, por cada permutación con repetición hay r! permutaciones ordinarias. de aquí que:

PRn,r1,r2,... =
n!

r1! r2! . . .

Por ejemplo, con las letras de la palabra parada pueden formarse las siguientes permutaciones:

PR6,3 =
6!

3!
= 120

Ejercicio 15. Calcular el número de maneras de ordenar las 16 �chas del parchís.

Solución:

Se trata de permutaciones con repetición de 16 elementos entre los que se repiten 4 veces las �chas rojas, 4 veces las �chas
verdes, 4 veces las �chas amarillas y 4 veces las �chas azules. Por tanto, el número de permutaciones es:

PR16,4,4,4,4 =
16!

4! 4! 4! 4!
= 63063000

♠♠♠♠

2.8. Problemas

1. Quince niños y diez niñas están sentados en una sola �la.

(a) ¾De cuántas maneras distintas se pueden sentar en una sola �la, de forma que los niños y las niñas estén en
dos grupos separados?
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(b) Se escogen a dos niños y a tres niñas para que vayan al teatro. ¾De cuántas formas distintas se puede realizar
esta selección?

2. En una convocatoria de exámenes de prueba, un alumno de un colegio tiene que hacer 18 exámenes incluido el de
Física, el de Química y el de Biología. No le está permitido hacer consecutivamente dos de estos tres exámenes.No
existe ninguna otra limitación relativa al orden en el que puede hacer el resto de los exámenes.

Halle el número de órdenes distintos en los que se pueden hacer estos 18 exámenes.

3. A team of 6 players is to be selected from 10 volleyball players, of whom 8 are boys and 2 are girls.

(a) In how many ways can the team be selected?

(b) In how many of these selections is exactly one girl in the team?

(c) If the selection of the team is made at random, �nd the probability that exactly one girl is in the team.

4. Three boys and three girls are to sit on a bench for a photograph.

(a) Find the number of ways this can be done if the three girls must sit together.

(b) Find the number of ways this can be done if the three girls must all sit apart.

5. A number of distinct points are marked on the circumference of a circle, forming a polygon. Diagonals are drawn by
joining all pairs of non-adjacent points.

(i) Show on a diagram all diagonals if there are 5 points.

(ii) Show that the number of diagonals is n(n−3)
2

if there are n points, where n > 2.

(iii) Given that there are more than one million diagonals, determine the least number of points for which this is
possible.

6. Find the number of ways in which seven di�erent toys can be given to three children, if the youngest is to receive
three toys and the others receive two toys each.

7. A team of four is to be chosen from a group of four boys and four girls.

(a) Find the number of di�erent possible teams that could be chosen.

(b) Find the number of di�erent possible teams that could be chosen, given that the team must include at least
one girl and at least one boy.

8. Find the constant term in the expansion of

(
x−

2

x

)4 (
x2 +

2

x

)3

.

9. (a) Desarrolle y simpli�que(
x−

2

x

)4

(b) A partir de lo anterior, determine el término constante del desarrollo

(
2x2 + 1

)(
x−

2

x

)4

10. The coe�cient of x2 in the expansion of(
1

x
+ 5x

)8

is equal to the coe�cient of x4 in the expansion of (a+ 5x)7, a ∈ R. Find the value of a.

11. Use the method of mathematical induction to prove that 52n − 24n− 1 is divisible by 576 for n ∈ Z+.
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Tema 3

Polinomios y ecuaciones

3.1. Polinomios. Valor numérico.

Un polinomio es una expresión en la que aparecen operaciones indicadas de sumas y productos entre
números y una variable x (indeterminada):

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

Los números a0, a1, ..., se llaman coe�cientes del polinomio y cada uno de los sumandos es unmonomio.
El exponente de x en cada sumando es el grado del monomio y el mayor de todos ellos es el grado del

polinomio. El coe�ciente del monomio de mayor grado es el coe�ciente principal del polinomio.
El coe�ciente del término de grado cero, esto es, el número que no multiplica a x se llama término

independiente del polinomio. Es decir:

n: grado del polinomio
an: coe�ciente principal
a0: término independiente

Por ejemplo 2x3 − 4x2 + 7x − 1 es un polinomio de grado 3, su coe�ciente principal es 2 y el término
independiente es −1. El polinomio x2 − x es de grado 2, su coe�ciente principal es 1 y el término
independiente es 0.

El valor numérico (o simplemente valor) de un polinomio para x = a es el número que se obtiene
sustituyendo en el polinomio la indeterminada x por a. El valor del polinomio P (x) para x = a se
representa por P (a).

Sea, por ejemplo, el polinomio:

P (x) = 2x4 − 5x2 + 4x− 2

Calculemos su valor numérico para x = −3:

P (−3) = 2 · (−3)4 − 5 · (−3)2 + 4 · (−3)− 2

= 2 · 81− 5 · 9 + 4 · (−3)− 2

= 162− 45− 12− 2

= 103

El valor numérico de un polinomio se calcula fácilmente mediante la Regla de Ru�ni. Supongamos que
queremos calcular el valor numérico para x = a. Escribimos los coe�cientes del polinomio en orden
descendente (completando con ceros cuando falte algún término). Multiplicamos el primer coe�ciente por
a y sumamos este producto al segundo coe�ciente. El número así obtenido lo volvemos a multiplicar por

29
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30 TEMA 3. POLINOMIOS Y ECUACIONES

a y se lo sumamos al tercer coe�ciente. Repitiendo el proceso, el último número que obtenemos es el valor
numérico del polinomio.

Veamos un ejemplo. Sea de nuevo el polinomio:

P (x) = 2x4 − 5x2 + 4x− 2

Calculemos su valor numérico para x = −3:

2 0 −5 4 −2

−3 −6 18 −39 105

2 −6 13 −35 103

Más adelante veremos otra forma de interpretar los números que se obtienen mediante la regla de Ru�ni.

3.2. Raíces de un polinomio.

Un número r es raíz de un polinomio si el valor numérico del polinomio para x = r es cero.

r raíz de P (x) ⇐⇒ P (r) = 0

Para calcular las raíces del polinomio P (x) se resuelve la ecuación P (x) = 0. De esta manera, resulta
sencillo calcular las raíces de los polinomios de primer y segundo grado.

Recordemos que para polinomios de segundo grado, la existencia y el número de las raíces depende del
valor del discriminante.

Sea el polinomio de segundo grado P (x) = ax2 + bx+ c. Las raíces de este polinomios son:

r1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
y r2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a

El número∆ = b2−4ac se llama discriminante del polinomio. Según los valores del discriminante tenemos:

⋄ ∆ > 0: el polinomio tiene dos raíces diferentes r1 y r2.

⋄ ∆ = 0: las dos raíces coinciden. El polinomio tiene por consiguiente una sola raíz que podemos
llamar r12.

⋄ ∆ < 0: el polinomio no tiene raíces.

Para calcular las raíces de polinomios de grado superior, resulta útil la siguiente propiedad: las raíces
enteras de un polinomio con coe�cientes enteros son divisores del término independiente:

r raíz de a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·
=⇒ a0 + a1r + a2r

2 + a3r
3 + · · · = 0

=⇒ a0 = −a1r − a2r
2 − a3r

3 − · · ·
=⇒ a0 = −r(a1 + a2r + a3r

2 + · · · )
=⇒ r es divisor de a0

Por ejemplo, las raíces enteras del polinomio x3 − 6x2 + x − 4 han de ser divisores de 4. Por tanto sólo
pueden ser −1, 1, −2, 2, −4 y 4.

3.3. Teoremas del factor y del resto.

Teorema del factor. Si r es raíz de un polinomio, éste es divisible por x− r

r raíz de P (x) ⇐⇒ P (x) = (x− r)Q(x)
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Demostración:

⋄ Sea r raíz del polinomio P (x), es decir, P (r) = 0.

⋄ Si se divide P (x) por x− r se obtiene un cociente Q(x) y un resto R que cumplen:

P (x) = (x− r)Q(x) +R

⋄ Para x = r:

P (r) = (r − r)Q(r) +R =⇒ R = P (r) = 0

y por consiguiente P (x) = (x− r)Q(x).

De acuerdo con el teorema del factor, si r es una raíz de un polinomio, en su descomposición factorial
aparece un factor x−r. Si este factor aparece repetido dos veces, esto es, si en la descomposición factorial
aparece el factor (x− r)2, entonces la raíz r se llama doble. Si apareciese el factor (x− r)3 la raíz sería
triple, si apareciese (x− r)4 sería cuádruple, etc.

Teorema del resto. El valor numérico del polinomio para x = a es igual al resto de dividir ese polinomio
por x− a.

Demostración:

Supongamos que al dividir P (x) por x− a da un cociente C(x) y un resto R. Estos polinomios cumplen
que:

P (x) = (x− a)Q(x) +R

y para x = a:

P (a) = (a− a)Q(a) +R = R

3.4. Descomposición factorial de un polinomio de segundo grado.

Según el valor del discriminante ∆ = b2 − 4ac, el polinomio de ax2 + bx+ c puede tener cero, una o dos
raíces. Si aplicamos el teorema del factor, en cada uno de estos casos, el polinomio se descompone de la
siguiente forma:

⋄ ∆ > 0. En este caso, el polinomio tiene dos raíces r1 y r2. De acuerdo con el teorema del factor, en
su descomposición factorial deben aparecer los factores x− r1 y x− r2. Puesto que el coe�ciente
de x2 es a la descomposición en factores debe ser:

ax2 + bx+ c = a(x− r1)(x− r2)

⋄ ∆ = 0. El polinomio tiene una sola raíz r12. Este caso es igual que el anterior suponiendo que las
dos raíces son iguales. La descomposición es:

ax2 + bx+ c = a(x− r12)
2

⋄ ∆ < 0. El polinomio no tiene raíces. No puede descomponerse en factores.

Ejercicio 16. Descomponer en factores los polinomios (a) 18x2 − 9x− 2 (b) 4x2 − 4x+ 1 (c) x2 + x+ 1

Solución:

(a) Calculamos las raíces del polinomio 18x2 − 9x− 2:

x =
9±

√
81 + 144

36
=

9± 15

36
=⇒

{
r1 = 2

3

r2 = − 1
6

La descomposición factorial es:

18x2 − 9x− 2 = 18 ·
(
x−

2

3

)(
x+

1

6

)
= (3x− 2) (6x+ 1)
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(b) Como en el caso anterior:

x =
4±

√
16− 16

8
=

1

2

Puesto que el discriminante es cero, el polinomio tiene una raíz doble. Su descomposición factorial es:

4x2 − 4x+ 1 = 4 ·
(
x−

1

2

)2

= (2x− 1)2

(c) El discriminante de este polinomio es menor que cero. El polinomio no puede descomponerse en factores.

♠♠♠♠

Se llaman polinomios primos o irreducibles aquéllos que no pueden descomponerse en factores de
grado inferior. Los polinomios de primer grado son primos puesto que multiplicando polinomios de grado
inferior (polinomios de grado cero,es decir, números) no puede obtenerse un polinomio de primer grado.

Acabamos de ver que los polinomios de segundo grado con discriminante menor que cero también son
primos. Puede demostrarse que no existen polinomios primos distintos de estos. En consecuencia, todo
polinomio puede descomponerse como producto de polinomios de primer grado y de polinomios primos
de segundo grado.

3.5. Regla de Ru�ni.

La regla de Ru�ni:

2 0 −5 4 −2

−3 −6 18 −39 105

2 −6 13 −35 103

puede interpretarse como una división en la que:

Dividendo: 2x4 − 5x2 + 4x− 2

Divisor: x+ 3

Cociente: 2x3 − 6x2 + 13x− 35

Resto: 103

La regla de Ru�ni facilita la búsqueda de las raíces enteras de un polinomio y su descomposición factorial.
Veamos un ejemplo.

Ejercicio 17. Descomponer en factores el polinomio 6x4 − 17x3 − 7x2 + 40x− 12.

Solución:

Buscamos raíces enteras. Éstas deben ser divisores del término independiente 12. Las posibles raíces enteras son ±1, ±2,
±3, ±4, ±6 y ±12. Probemos con −1 y +1:

6 −17 −7 40 −12

−1 −6 23 −16 −24

6 −23 16 24 −36

6 −17 −7 40 −12

1 6 −11 −18 22

6 −11 −18 22 10

Vemos que ni −1 ni +1 son raíces del polinomio. Probemos con −2 y +2:

6 −17 −7 40 −12

−2 −12 58 −102 124

6 −29 51 −62 112

6 −17 −7 40 −12

2 12 −10 −34 12

6 −5 −17 6 0

El número 2 es una raíz del polinomio, por consiguiente x− 2 es un factor y podemos escribir:

6x4 − 17x3 − 7x2 + 40x− 12 = (x− 2)(6x3 − 5x2 − 17x+ 6)



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es
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Busquemos ahora factorizar 6x3 − 5x2 − 17x+ 6. Ya hemos visto que −1, 1 y −2 no son raíces. Probemos de nuevo con 2:

6 −5 −17 6

2 12 14 −6

6 7 −3 0

Tenemos de nuevo la raíz 2. Podemos escribir que:

6x4 − 17x3 − 7x2 + 40x− 12 = (x− 2)(6x3 − 5x2 − 17x+ 6)

= (x− 2)(x− 2)(6x2 + 7x− 3)

= (x− 2)2(6x2 + 7x− 3)

Las raíces del polinomio 6x2 + 7x− 3 las obtenemos resolviendo la ecuación de segundo grado:

6x2 + 7x− 3 = 0 =⇒ x =
−7±

√
49 + 72

12
=

−7± 11

12
=⇒

{
r1 = 1

3

r2 = − 3
2

con lo que el polinomio factorizado queda �nalmente:

6x4 − 17x3 − 7x2 + 40x− 12 = (x− 2)2(6x2 + 7x− 3)

= (x− 2)2 · 6
(
x−

1

3

)(
x+

3

2

)
= (x− 2)2 · (3x− 1) (2x+ 3)

♠♠♠♠

3.6. Ecuaciones de primer grado.

El procedimiento general para resolver una ecuación de primer grado es el siguiente:

⋄ Quitar denominadores multiplicando todos los términos de la ecuación por el mínimo común
múltiplo de todos ellos.

⋄ Quitar paréntesis.

⋄ Agrupar términos.

⋄ Despejar la incógnita.

Veámoslo con un ejemplo:

Ejercicio 18. Resolver la ecuación:

x− 4

5
− 4(−2x+ 1)−

−4x+ 2

10
= 2(x− 3) +

5x+ 6

2

Solución:

� Multiplicamos ambos miembros por 10 y simpli�camos:

10(x− 4)

5
− 10 · 4(−2x+ 1)−

10(−4x+ 2)

10
= 10 · 2(x− 3) +

10(5x+ 6)

2

2(x− 4)− 40(−2x+ 1)− (−4x+ 2) = 20(x− 3) + 5(5x+ 6)

� Quitamos paréntesis:

2x− 8 + 80x− 40 + 4x− 2 = 20x− 60 + 25x+ 30

� Reducimos y agrupamos términos:

86x− 50 = 45x− 30

86x− 45x = 50− 30

41x = 20

� Finalmente despejamos y obtenemos la solución:

x =
20

41
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♠♠♠♠

Si después de agrupar términos se encontrase una ecuación del tipo 0 · x = b con b ̸= 0 querría decir que
la ecuación no tiene solución, pues ningún número multiplicado por 0 da un producto distinto de cero. Si
se encontrase una ecuación 0 · x = 0 querría decir que todo número es solución, pues cualquier número
multiplicado por cero da cero.

3.7. Ecuaciones de segundo grado.

En la ecuación de segundo grado ax2+ bx+ c = 0 se despeja la incógnita x mediante la fórmula conocida:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

El número de soluciones depende del signo del discriminante ∆ = b2 − 4ac. Si éste es positivo, la suma
de las dos soluciones vale:

x1 + x2 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
+

−b−
√
b2 − 4ac

2a
=

−2b

2a
= − b

a

y su producto:

x1x2 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
· −b−

√
b2 − 4ac

2a
=

b2 − (b2 − 4ac)

4a2
=

4ac

4a2
=

c

a

Si el coe�ciente principal vale 1 la suma y el producto de las soluciones son:

x1 + x2 = −b ; x1x2 = c (a = 1)

Ejercicio 19. Obtener una ecuación de segundo grado cuyas soluciones sean x1 = −3, y x2 = 7.

Solución:

Si a = 1 tenemos queda:

x1 + x2 = −3 + 7 = 4 = −b ; x1x2 = −3 · 7 = −21 = c

y la ecuación es:

x2 − 4x− 21 = 0

A la misma ecuación se llega escribiéndola en forma factorizada:

(x+ 3) · (x− 7) = 0

♠♠♠♠

Ejercicio 20. Resolver la ecuación:

6x2 − 1 +
2x(3− x)

3
=

5x2 − 2

6
− 4x2 +

59

6

Solución:

Empezamos quitando denominadores multiplicando todos los términos por 6:

6 · 6x2 − 6 · 1 +
6 · 2x(3− x)

3
=

6 · (5x2 − 2)

6
− 6 · 4x2 +

6 · 59
6

36x2 − 6 + 12x− 4x2 = 5x2 − 2− 24x2 + 59

Quitamos paréntesis y agrupamos términos en el primer miembro:

32x2 + 12x− 6 = −19x2 + 57

51x2 + 12x− 63 = 0

17x2 + 4x− 21 = 0

x =
−4±

√
44 + 4 · 17 · 21
2 · 17

=⇒ x1 = 1 ; x2 = −
21

17

♠♠♠♠
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La fórmula de la ecuación de segundo grado permite calcular x en ecuaciones del tipo ax4 + bx2 + c = 0
(ecuaciones bicuadradas). Llamando t = x2 estas ecuaciones se escriben:

at2 + bt+ c = 0 =⇒ t = x2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=⇒ x = ±

√
−b±

√
b2 − 4ac

2a

y de forma parecida se resuelven ecuaciones del tipo ax6 + bx3 + c = 0 y similares.

Ejercicio 21. Resolver la ecuación x4 − 13x2 + 36 = 0.

Solución:

Despejando:

x2 =
13±

√
132 − 4 · 36
2

=
13± 5

2

que nos da las soluciones:

x2 = 9 =⇒
{
x = −3

x = 3
x2 = 4 =⇒

{
x = −2

x = 2

♠♠♠♠

3.8. Ecuaciones irracionales.

Se llaman así las ecuaciones en que la incógnita aparece bajo el signo de raíz. Para resolver estas ecuaciones
seguiremos los siguientes pasos:

⋄ Despejar la raíz.

⋄ Elevar ambos miembros de la igualdad al cuadrado.

⋄ Resolver la ecuación resultante.

⋄ Comprobar las soluciones.

El último paso es necesario porque, al elevar al cuadrado, la ecuación que resulta es de grado superior y
puede tener más soluciones que la ecuación original, aparte de que puede tener soluciones para las que la
raíz cuadrada no tenga sentido. Por ejemplo, la ecuación

x− 1 = 3

tiene una sola solución x = 4, pero la ecuación

(x− 1)2 = 32

tiene dos soluciones x = 4 y x = −2.

Ejercicio 22. Resolver la ecuación
√
40− x2 + 4 = x

Solución:

Despejamos la raíz:√
40− x2 = x− 4

Elevamos al cuadrado:(√
40− x2

)2
= (x− 4)2 =⇒ 40− x2 = x2 − 8x+ 16

Resolvemos

0 = 2x2 − 8x− 24 =⇒ x2 − 4x− 12 = 0 =⇒
{
x = 6

x = −2

Si comprobamos las soluciones vemos que x = 6 es válida pero x = −2 no lo es, porque para este valor el primer miembro
es igual a 10 y el segundo a −2.

♠♠♠♠
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3.9. Ecuaciones de grado superior al segundo.

Estas ecuaciones deben resolverse factorizando el polinomio con los métodos aprendidos en el tema ante-
rior.

Ejercicio 23. Resolver la ecuación x3 − 6x2 + 3x+ 10 = 0.

Solución:

Buscamos una raíz entera entre los divisores de 10:

1 −6 3 10

1 1 −5 −2

1 −5 −2 8

1 −6 3 10

−1 −1 7 −10

1 −7 10 0

Vemos que −1 es una raíz del polinomio y que, por consiguiente, x+1 es un factor. Descomponemos el polinomio en factores
y la ecuación queda:

(x+ 1)(x2 − 7x+ 10) = 0

No es preciso seguir descomponiendo el polinomio pues una vez que lo tenemos factorizado en polinomios de primer y
segundo grado ya podemos resolver la ecuación. Igualando a cero cada uno de los factores resulta:

x+ 1 = 0 =⇒ x1 = −1

x2 − 7x+ 10 = 0 =⇒ x2 = 2 ; x3 = 5

♠♠♠♠

3.10. Relaciones de Cardano.

Hemos visto que, si α y β son las raíces del polinomio de segundo grado ax2 + bx+ c se cumple

α+ β = − b

a
αβ =

c

a

Las fórmulas que relacionan las raíces con los coe�cientes de un polinomio se llaman relaciones de Cardano.

Sean α, β y γ las raíces del polinomio ax3 + bx2 + cx+ d. Por el teorema del factor tenemos que

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− α)(x− β)(x− γ)

Desarrollando el segundo miembro:

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− α)(x− β)(x− γ)

= a
[
x3 − (α+ β + γ)x2 + (αβ + αγ + βγ)x− αβγ

]
E igualando los coe�cientes resulta

α+ β + γ = − b

a
; αβ + αγ + βγ =

c

a
; αβγ = −d

a

Estas son las relaciones de Cardano para el polinomio de tercer grado. Por el mismo procedimiento se
pueden obtener fórmulas similares para polinomios de grado superior.

3.11. Ecuaciones exponenciales y logarítmicas.

Hay que tener en cuenta que de la de�nición de logaritmo

loga N = x ⇐⇒ ax = N
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se desprende que en igualdades de este tipo, un exponente se despeja como logaritmo de la misma base,
y que el argumento de la función logaritmo se despeja como una exponencial de la misma base.

Para transformar las ecuaciones hasta obtener igualdades de este tipo deben aplicarse las propiedades de
las potencias y logaritmos.

Ejercicio 24. Resolver la ecuación lnx3 − lnx = ln(2x+ 15)

Solución:

Aplicando la propiedad del logaritmo del cociente:

ln
x3

x
= ln(2x+ 15)

lnx2 = ln(2x+ 15)

x2 = 2x+ 15

x2 − 2x− 15 = 0

Las soluciones de esta última ecuación son x = 5 y x = −3. Ésta última no puede ser solución de la ecuación original porque
no existen logaritmos de números negativos.

♠♠♠♠

Ejercicio 25. Resolver la ecuación 5x+3 − 5x−1 − 3120 = 0

Solución:

Aplicando las propiedades de las potencias de la misma base:

535x −
5x

5
− 3120 = 0

Quitando denominadores y despejando:

625 · 5x − 5x − 15600 = 0

(625− 1)5x = 15600

5x =
15600

624
= 25

y, por consiguiente, x = 2.

♠♠♠♠

3.12. Inecuaciones.

Una inecuación es una desigualdad que se satisface solamente para algunos valores de las incógnitas que
son las soluciones de la inecuación. Ejemplos de inecuaciones son:

3x+ 5 ≥ x ; 3x2 − 5x+ 6 < 0 ;
x− 4

x+ 2
≤ 5

Una inecuación puede transformarse en otra equivalente casi con las mismas reglas que una ecuación. Es
decir, pueden cambiarse sumandos de uno a otro miembro cambiándoles el signo y pueden multiplicarse
ambos miembros de la desigualdad por el mismo número positivo.

Únicamente hay que tener en cuenta que si se multiplican o dividen los dos miembros por el mismo
número negativo, hay que cambiar el sentido de la desigualdad. Por ejemplo:

5x < 10 =⇒ x <
10

5
=⇒ x < 2 sin embargo

−5x < 10 =⇒ x >
10

−5
=⇒ x > −2

Así, una inecuación de primer grado puede resolverse de forma prácticamente igual que una ecuación.
Veamos un ejemplo.
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Ejercicio 26. Resolver la inecuación:

2(x− 3)

5
− x ≤

x

2
+

3(x− 2)

10

Solución:

Aplicamos el mismo procedimiento que para resolver una ecuación de primer grado. Si debemos multiplicar o dividir por
un número negativo, cambiaremos el sentido de la desigualdad:

10 · 2(x− 3)

5
− 10 · x ≤

10 · x
2

+
10 · 3(x− 2)

10

4(x− 3)− 10x ≤ 5x+ 3(x− 2)

4x− 12− 10x ≤ 5x+ 3x− 6

− 6x− 12 ≤ 8x− 6

− 6x− 8x ≤ −6 + 12

− 14x ≤ 6

x ≥
6

−14
o bien x ≥ −

3

7

La solución puede expresarse también como el intervalo
[
− 3

7
,∞
)
.

♠♠♠♠

De forma general, para resolver una inecuación de cualquiera de las formas

P (x) < 0 ; P (x) ≤ 0 ; P (x) > 0 ; P (x) ≥ 0

se procede de la forma siguiente:

⋄ Se calculan las raíces del polinomio P (x).

⋄ Las raíces obtenidas en el apartado anterior dividen la recta real en varios intervalos. Se calcula
el signo del polinomio en cada uno de los intervalos.

⋄ La solución está formada por los intervalos que cumplen la inecuación.

Para ver si el polinomio toma valores positivos o negativos en un intervalo basta probar con un número
del intervalo. Además debe tenerse en cuenta que en las raíces simples (o de multiplicidad impar) el
polinomio cambia de signo y en las raíces dobles (o de multiplicidad par) el polinomio no cambia de
signo. Veamos un ejemplo.

Ejercicio 27. Resolver la inecuación x2 − 2x− 3 > 0

Solución:

Las raíces del polinomio son x1 = 3 y x2 = −1. Son raíces simples.

Estudiamos el signo del polinomio. Tenemos el siguiente esquema de signos:

−1

0

3

0
+ − +

Como buscamos los intervalos en los que la función es positiva, la solución es:

(−∞,−1) ∪ (3,∞)

♠♠♠♠

Ejercicio 28. Resolver la inecuación x3 − x2 − 8x+ 12 ≤ 0
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Solución:

Para calcular las raíces, descomponemos en factores el polinomio buscando sus raíces enteras:

1 −1 −8 12

2 2 2 −12

1 1 −6 0

y tenemos una primera factorización x3 − x2 − 8x+ 12 = (x− 2)(x2 + x− 6).

Las raíces de x2 + x− 6 son 2 y −3. Por consiguiente, tenemos que:

x3 − x2 − 8x+ 12 = (x− 2)2(x+ 3)

Las raíces del polinomio son x1 = 2 (doble) y x2 = −3.

El signo del polinomio responde al siguiente esquema:

−3

0

2

0
− + +

Obsérvese que en x = 2 que es una raíz doble, el polinomio no cambia de signo.

La solución de la inecuación propuesta es el conjunto (−∞,−3] ∪ {2}

♠♠♠♠

Otro tipo de inecuaciones importantes son las de la forma:

P (x)

Q(x)
< 0 ;

P (x)

Q(x)
≤ 0 ;

P (x)

Q(x)
> 0 ;

P (x)

Q(x)
≥ 0

donde P (x) y Q(x) son polinomios. Este problema se reduce al caso anterior si tenemos en cuenta que
el signo de P (x)

Q(x) es igual que el de P (x)Q(x). Únicamente hay que tener en cuenta que en las raíces del
denominador no existe la fracción y, por consiguiente, no pueden ser soluciones. Veámoslo con un ejemplo.

Ejercicio 29. Resolver la inecuación:

4− x2

x+ 1
≥ 0

Solución:

Las raíces del numerador son 2, −2; para estos valores de x la fracción es igual a cero. La raíz del denominador es −1; para
este valor de x la fracción no existe. Calculemos el signo del cociente de polinomios:

−2

0

−1

@

2

0
+ − + −

Hemos indicado con el símbolo @ (no existe) la raíz del denominador x = −1. Del diagrama de signos se desprende que la
solución de la inecuación es (−∞,−2] ∪ (−1, 2].

♠♠♠♠

Ejercicio 30. Resolver la inecuación:

x2 − x+ 2

x
≤ 2

Solución:

Escribimos la inecuación como:

x2 − x+ 2

x
− 2 ≤ 0 =⇒

x2 − 3x+ 2

x
≤ 0
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Las raíces del numerador son x = 1 y x = 2. La raíz del denominador es x = 0. El esquema de signos es:

0 1 2

@ 0 0
− + − +

La solución es (−∞, 0) ∪ [1, 2].

♠♠♠♠

3.13. Problemas

1. Cuando se divide 2x3 + kx2 + 6x+ 32 y x4 − 6x2 − k2x+ 9 entre x+ 1, en ambos casos se obtiene el mismo resto.
Halle los posibles valores de k.

2. El polinomio x3 + px2 + qx+ r es exactamente divisible entre (x− 1), entre (x− 2) y entre (x− 4). Hallar los valores
de p, q y r.

3. Let f(x) = x4 + px3 + qx+ 5 where p, q are constants. The remainder when f(x) is divided by (x+ 1) is 7, and the
remainder when f(x) is divided by (x− 2) is 1. Find the value of p and the value of q.

4. Solve (lnx)2 − (ln 2)(lnx) < 2(ln 2)2

5. Let f(x) = x4 + px3 + qx+ 5 where p, q are constants. The remainder when f(x) is divided by (x+ 1) is 7, and the
remainder when f(x) is divided by (x− 2) is 1. Find the value of p and the value of q.

6. When x2 + 4x− b is divided by x− a the remainder is 2. Given that a, b ∈ R, �nd the smallest possible value for b.

7. When the polynomial 3x3 + ax + b is divided by (x − 2), the remainder is 2, and when divided by (x + 1), it is 5.
Find the value of a and the value of b.

8. The equation 5x3 +48x2 +100x+2 = a has roots r1, r2 and r3. Given that r1 + r2 + r3 − r1r2r3 = 0, �nd the value
of a.
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Tema 4

Trigonometría

4.1. Ángulos

Hasta ahora se han considerado los ángulos como la porción del plano comprendida entre dos semirrectas
con el origen común. De esta manera, la medida de un ángulo está comprendida entre 0 y 360 grados.
En este capítulo, un ángulo va a ser también considerado como la medida de un giro. Así, los ángulos
podrán ser mayores de una vuelta (360◦) y podrán tener dos sentidos: contrario al movimiento del reloj
al que asignaremos signo positivo, o según el movimiento del reloj al que asignaremos ángulos negativos.

Figura 4.1: Medida de un ángulo en radianes

Representaremos los ángulos sobre una circunferencia centrada en el origen de coordenadas tomando
como origen de ángulos el eje OX. Además de los grados sexagesimales, utilizaremos como unidad para
medir ángulos el radián. La medida de un ángulo en radianes es igual a la longitud del arco dividida por
el radio:

φ =
longitud del arco

radio
=

l

r

Como el arco de circunferencia correspondiente a una vuelta mide 2πr, el ángulo correspondiente (360◦)
mide 2πr/r = 2π radianes. El ángulo llano (180◦) mide π radianes y el ángulo recto π/2. Para pasar de
grados a radianes se multiplica por π/180 y para pasar de radianes a grados por el inverso de este número
180/π. Un radián es aproximadamente 57,2958◦.

Algunos cálculos se simpli�can utilizando el radián como medida de ángulos. Por ejemplo la longitud de
un arco de circunferencia es l = rφ y el área de un sector circular es S = 1

2r
2φ.

41
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Ángulos inscritos en una circunferencia. Se llaman así los ángulos que tienen su vértice sobre una circunferencia y sus
lados son secantes de ella. Los ángulos inscritos tienen las siguientes propiedades:

� El ángulo inscrito es igual a la mitad del ángulo central que abarca el mismo arco.

� Todos los ángulos inscritos en el mismo arco son iguales.

� Los ángulos inscritos en una semicircunferencia son rectos.

4.2. Razones trigonométricas de ángulos agudos

En un triángulo rectángulo, llamemos a a la hipotenusa y b y c a los catetos; A será el ángulo recto y B
y C los ángulos agudos tal como se representa en la �gura: B es el ángulo opuesto al cateto b y C es el
ángulo opuesto al cateto c.

Figura 4.2: Triángulo rectángulo

Entre los elementos del triángulo se cumple una relación entre los lados, el teorema de Pitágoras:

a2 = b2 + c2

y una relación entre los ángulos:

B + C = 90◦ (B y C complementarios)

Vamos a de�nir unas funciones que relacionan los lados y los ángulos de un triángulo rectángulo. Estas
funciones son las siguientes:

senB =
cateto opuesto
hipotenusa

=
b

a

cosB =
cateto contiguo
hipotenusa

=
c

a

tgB =
cateto opuesto
cateto contiguo

=
b

c

Para el ángulo C, estas funciones serían:

senC =
c

a
cosC =

b

a
tgC =

c

b

Las recíprocas de estas funciones se llaman cosecante, secante y cotangente:

cosecB =
1

senB
secB =

1

cosB
cotgB =

1

tgB

Cuando se utilizan para resolver triángulos rectángulos, las fórmulas anteriores pueden recordarse de esta
manera:

un cateto = hipotenusa ×

{
seno del ángulo opuesto

coseno del ángulo comprendido
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4.3. LA ESCUADRA Y EL CARTABÓN 43

un cateto = otro cateto ×

{
tangente del ángulo opuesto (al 1)

cotangente del ángulo comprendido (por el 1º)

4.3. La escuadra y el cartabón

La escuadra es un triángulo rectángulo isósceles. Sus ángulos agudos son ambos iguales a 45. El cartabón
es un triángulo rectángulo cuyos ángulos agudos son iguales a 30 y 60.

La escuadra puede considerarse como el triángulo rectángulo que se forma cuando un cuadrado se divide
en dos triángulos mediante la diagonal. El cartabón es el triángulo resultante de dividir un triángulo
equilátero en dos partes iguales mediante una altura. Las proporciones entre las longitudes de los lados
de estos triángulos aparecen re�ejadas en la �gura adjunta.

Figura 4.3: La escuadra y el cartabón

De la �gura se deducen los siguientes valores para las razones trigonométricas de los ángulos de 30, 45 y
60.

30 45 60

seno
1

2

√
2

2

√
3

2

coseno

√
3

2

√
2

2

1

2

tangente
1√
3

1
√
3

4.4. Razones trigonométricas de ángulos cualesquiera

Representemos el ángulo φ sobre una circunferencia centrada en el origen y tomemos el eje de abscisas
como origen de ángulos. A cada ángulo φ le corresponde un punto de la circunferencia de coordenadas
E(x, y) (extremo del arco). Las razones trigonométricas de φ se de�nen a partir de las coordenadas de
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44 TEMA 4. TRIGONOMETRÍA

Figura 4.4: Razones trigonométricas de ángulos cualesquiera

este punto:

senφ =
ordenada de E

radio
=

y

r

cosφ =
abscisa de E

radio
=

x

r

tgφ =
ordenada de E

abscisa de E
=

y

x

Si el radio de la circunferencia es igual a 1, el seno es la ordenada y el coseno la abscisa del extremo del
arco.

Figura 4.5: Signo de las razones trigonométricas

Puesto que el seno, coseno y tangente se han de�nido a partir de las coordenadas de un punto, pueden
ser positivos o negativos dependiendo del cuadrante en que se encuentre el punto. En la �gura 4.5 se han
representado los signos de las tres funciones en cada cuadrante.

Los puntos de corte de la circunferencia con los ejes de coordenadas se corresponden con los ángulos de
0◦ (o 360◦), 90◦, 180◦ y 270◦. La abscisa y la ordenada de estos puntos cuando la circunferencia tiene
radio 1 son, respectivamente el coseno y el seno de esos ángulos. Estos valores se han señalado también
en la �gura.
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4.5. RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 45

Conocida una de las razones trigonométricas de un ángulo, pueden calcularse las demás (salvo el signo)
por medio de las siguientes relaciones:

⋄ tg x =
senx

cosx

senx

cosx
=

y
r
x
r

=
y

x
= tg x

⋄ sen2 x+ cos2 x = 1

sen2 x+ cos2 x =
y2

r2
+

x2

r2
=

x2 + y2

r2
=

r2

r2
= 1

⋄ 1 + tg2 x =
1

cos2 x

Se obtiene de la igualdad anterior dividiendo por cos2 x

⋄ 1 + cotg2 x =
1

sen2 x

Igual que la anterior pero dividiendo por sen2 x

La primera de las fórmulas relaciona las tres funciones de modo que conocidas dos de ellas puede calcularse
la tercera. Las siguientes relacionan seno con coseno, coseno con tangente y seno con cotangente.

4.5. Resolución de triángulos

Figura 4.6: Teorema del seno

Un triángulo tiene tres lados a, b y c, y tres ángulos A, B y C. Conocidos tres de estos elementos que no
sean los ángulos, pueden calcularse los otros tres. Para ello son útiles los siguientes teoremas:

Teorema 1 (Teorema del seno). En un triángulo las longitudes de los lados son proporcionales a los
senos de los ángulos opuestos:

a

senA
=

b

senB
=

c

senC

La constante de proporcionalidad es el diámetro de la circunferencia circunscrita al triángulo.

Demostración. En la �gura anterior, la altura ha divide el triángulo ABC en dos triángulos rectángulos.
De aquí que:

ha = b senC = c senB =⇒ b

senB
=

c

senC



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

46 TEMA 4. TRIGONOMETRÍA

Figura 4.7: Angulos inscritos y teorema del seno

También puede demostrarse el teorema del seno a partir de la propiedad de los ángulos inscritos en una
circunferencia:

Sea el ángulo α inscrito en una circunferencia que abarca un arco con una cuerda c (ver �gura 4.7).
Construimos otro ángulo sobre el mismo arco en el que uno de sus lados es un diámetro de la circunferencia.
Este ángulo también valdrá α puesto que está inscrito en el mismo arco que el anterior. Pero, dado que
el ángulo inscrito en una semicircunferencia es recto, el triángulo A′BC es rectángulo y

senα =
c

2R

es decir, el seno de un ángulo inscrito en una circunferencia es igual al cociente de la cuerda y el diámetro.

A partir del resultado anterior deducimos (�gura 4.7 derecha):

senA =
a

2R

senB =
b

2R

senC =
c

2R


=⇒ 2R =

a

senA
=

b

senB
=

c

senC

es decir, los lados de un triángulo son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos y la razón de
proporcionalidad es el diámetro de la circunferencia circunscrita al triángulo.

Teorema 2 (Teorema del coseno). Un lado al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos menos el doble del producto de estos dos lados por el coseno del ángulo que forman:

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

b2 = a2 + c2 − 2ac cosB

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC
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4.6. ÁREA DE UN TRIÁNGULO 47

Figura 4.8: Teorema del coseno

El teorema del coseno permite calcular también los ángulos cuando se conocen los lados:

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc

cosB =
a2 + c2 − b2

2ac

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab

Demostración. De la �gura 4.8 se deduce:

a2 = m2 + h2

= (b− n)2 + h2

= b2 + n2 − 2bn+ h2 (y puesto que n2 + h2 = c2)

= b2 + c2 − 2bn (y como n = c cosA)

= b2 + c2 − 2bc cosA

4.6. Área de un triángulo

Como es sabido, el área de un triángulo es igual a la mitad de la base por la altura. Como base se puede
tomar cualquiera de los lados de forma que, por ejemplo:

S =
1

2
a ha

En la �gura 4.6, ha = b senC de modo que:

S =
1

2
a b senC

es decir, el área de un triángulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del ángulo
que forman.

Si se conocen los tres lados, puede calcularse el área por la fórmula de Herón:

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c) (p = semiperímetro)

Esta fórmula puede demostrarse a partir del teorema del coseno como se verá más adelante.

De la fórmula de Herón podemos calcular la longitud de las alturas del triángulo. En efecto, de:

S =
1

2
a ha y S =

√
p(p− a)(p− b)(p− c)
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se deduce que:

ha =
2

a

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

e igualmente se obtendría:

hb =
2

b

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

hc =
2

c

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

4.7. Cevianas

Se llaman cevianas los segmentos o rectas que unen un vértice con un punto del lado opuesto.

Por el teorema del seno se veri�ca que:

q1

senα1
=

c

senβ1
;

q2

senα2
=

c

senβ2

Despejando c en ambas igualdades:

q1 senβ1

senα1
=

q2 senβ2

senα2

y también, puesto que:

p1

senβ2
=

p2

senβ1
, de la fórmula anterior resulta,

q1

p1 senα1
=

q2

p2 senα2

Consecuencias:

− Si la ceviana es una bisectriz, α1 = α2 y entonces:

q1

p1
=

q2

p2

Los segmentos en que la bisectriz divide al lado opuesto son proporcionales a los lados contiguos (teorema de la
bisectriz).

− Si la ceviana es una mediana, q1 = q2 y se cumple que:

p1 senα1 = p2 senα2

La mediana divide al ángulo del triángulo en ángulos cuyos senos son inversamente proporcionales a los lados
contiguos.

4.8. Reducción al primer cuadrante

Por la simetría de la circunferencia, basta conocer las razones trigonométricas de los ángulos del pri-
mer cuadrante para poder calcular las de todos los ángulos. Las fórmulas que relacionan las razones
trigonométricas de cualquier ángulo con los del primer cuadrante son las siguientes:

⋄ Ángulos que di�eren en un número entero de vueltas.
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4.8. REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 49

sen(360◦k + φ) = senφ

cos(360◦k + φ) = cosφ

tg(360◦k + φ) = tgφ

⋄ Ángulos negativos.

sen(−φ) = − senφ

cos(−φ) = cosφ

tg(−φ) = − tgφ

⋄ Ángulos suplementarios.

sen(180◦ − φ) = senφ

cos(180◦ − φ) = − cosφ

tg(180◦ − φ) = − tgφ
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50 TEMA 4. TRIGONOMETRÍA

⋄ Ángulos que di�eren en 180◦.

sen(180◦ + φ) = − senφ

cos(180◦ + φ) = − cosφ

tg(180◦ + φ) = tgφ

⋄ Ángulos que suman 360◦

sen(360◦ − φ) = − senφ

cos(360◦ − φ) = cosφ

tg(360◦ − φ) = − tgφ

⋄ Ángulos complementarios.

sen(90◦ − φ) = cosφ

cos(90◦ − φ) = senφ

tg(90◦ − φ) = cotgφ
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4.9. Suma de ángulos

Figura 4.9: Suma de ángulos

Las razones trigonométricas de la suma de dos ángulos α y β se relacionan con las razones trigonométricas
de los sumandos por las siguientes fórmulas:

sen(α+ β) = senα cosβ + cosα senβ

cos(α+ β) = cosα cosβ − senα senβ

tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β

De la �gura (ver �gura 4.9) se deduce que:

sen(α+ β) = AE

= AB +BE

= senα cosβ + cosα senβ

De la misma forma se obtiene:

cos(α+ β) = OA

= OA′ −AA′

= cosα cosβ − senα senβ

La fórmula de la tangente se obtiene el seno entre el coseno:

tg(α+ β) =
sen(α+ β)

cos(α+ β)
=

senα cosβ + cosα senβ

cosα cosβ − senα senβ

=

senα cosβ

cosα cosβ
+

cosα senβ

cosα cosβ
cosα cosβ

cosα cosβ
− senα senβ

cosα cosβ

=
tgα+ tg β

1− tgα tg β

Las fórmulas para la diferencia de ángulos podemos obtenerlas sustituyendo en las fórmulas de la suma
β por −β:

sen(α− β) = sen [α+ (−β)]

= senα cos(−β) + cosα sen(−β)

= senα cosβ − cosα senβ
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52 TEMA 4. TRIGONOMETRÍA

y de forma similar:

cos(α− β) = cosα cosβ + senα senβ

tg(α− β) =
tgα− tg β

1 + tgα tg β

4.10. Ángulo doble y ángulo mitad

Si en las fórmulas de la suma se hace β = α resulta para el ángulo doble:

sen 2α = 2 senα cosα

cos 2α = cos2 α− sen2 α

tg 2α =
2 tgα

1− tg2 α

A partir de estas fórmulas podemos deducir otras para el ángulo mitad.Puesto que:

cos2 α+ sen2 α = 1

cos2 α− sen2 α = cos 2α

Sumado y restando estas dos ecuaciones resulta:

cos2 α =
1 + cos 2α

2
; sen2 α =

1− cos 2α

2

Estas fórmulas se utilizarán posteriormente en el tema de cálculo integral. Haciendo el cambio α = A
2 (y

por tanto 2α = A) obtenemos las siguientes fórmulas para el ángulo mitad:

sen
A

2
=

√
1− cosA

2
cos

A

2
=

√
1 + cosA

2
tg

A

2
=

√
1− cosA

1 + cosA

Las raíces deberán tomarse con signo más o menos dependiendo del cuadrante en que se encuentre el
ángulo mitad.

4.11. Fórmulas de transformación en producto

Sumando y restando las fórmulas de la suma y de la diferencia de ángulos se obtiene:

sen(α+ β) = senα cosβ + cosα senβ

sen(α− β) = senα cosβ − cosα senβ

}
=⇒

{
sen(α+ β) + sen(α− β) = 2 senα cosβ

sen(α+ β)− sen(α− β) = 2 cosα senβ

Y de la misma forma:

cos(α+ β) = cosα cosβ − senα senβ

cos(α− β) = cosα cosβ + senα senβ

}
=⇒

{
cos(α+ β) + cos(α− β) = 2 cosα cosβ

cos(α+ β)− cos(α− β) = −2 senα senβ

llamando α+β = A y α−β = B (y, por tanto, α = A+B
2 y β = A−B

2 ), estas fórmulas se pueden escribir:

senA+ senB = 2 sen
A+B

2
cos

A−B

2
senA− senB = 2 cos

A+B

2
sen

A−B

2

cosA+ cosB = 2 cos
A+B

2
cos

A−B

2
cosA− cosB = −2 sen

A+B

2
sen

A−B

2
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4.12. Funciones circulares.

Las funciones y = senx, y = cosx e y = tg x así como sus recíprocas cosecante, secante y cotangente,
tienen la particularidad de que son periódicas de período 2π, es decir toman valores iguales cada 2π
radianes. La función tangente tiene un período más pequeño de π radianes.

Como se ve (�gura 8.7), las grá�cas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en π
2 . La

función tangente tiene asíntotas x = ±(2k + 1)π2 para k = 0, 1, 2, . . ..

Figura 4.10: Funciones circulares

Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se de�nen
de la siguiente manera:

⋄ arsen x es el ángulo (en radianes) comprendido entre −π
2 y π

2 cuyo seno vale x.

⋄ arcos x es el ángulo comprendido entre 0 y π cuyo coseno vale x.

⋄ artg x es el ángulo comprendido entre −π
2 y π

2 cuya tangente vale x.

4.13. La fórmula de Herón

Anteriormente ya vimos la fórmula de Herón que da el área de un triángulo cuando se conocen los tres lados:

S =
√

p(p− a)(p− b)(p− c); p =
a+ b+ c

2

Ahora demostraremos esta fórmula. Hemos visto que el área de un triángulo es igual a la mitad del producto de dos lados
por el seno del ángulo comprendido:

S =
1

2
bc senA

Por otra parte, por el teorema del coseno sabemos que:

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc

La demostración se basa en obtener el seno de A de la segunda de estas fórmulas para sustituirlo en la primera:

Puesto que

sen2 A = 1− cos2 A = (1 + cosA)(1− cosA)

vamos a calcular los dos factores 1 + cosA y 1− cosA, a partir del teorema del coseno:

1 + cosA = 1 +
b2 + c2 − a2

2bc
=

b2 + c2 + 2bc− a2

2bc
=

(b+ c)2 − a2

2bc
=

(b+ c+ a)(b+ c− a)

2bc

Como hemos llamado p al semiperímetro tenemos que b+ c+ a = 2p y además:

b+ c− a = b+ c+ a− 2a = 2p− 2a = 2(p− a)
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con lo que tenemos que

1 + cosA =
(b+ c+ a)(b+ c− a)

2bc
=

2p · 2(p− a)

2bc
=

2p(p− a)

bc
(4.1)

De la misma forma obtenemos para 1− cosA:

1− cosA = 1−
b2 + c2 − a2

2bc
=

a2 − b2 − c2 + 2bc

2bc
=

a2 − (b− c)2

2bc
=

(a+ b− c)(a− b+ c)

2bc
En función de semiperímetro esto se puede escribir como:

1− cosA =
(a+ b− c)(a− b+ c)

2bc
=

2(p− c) · 2(p− b)

2bc
=

2(p− b)(p− c)

bc
(4.2)

Ya podemos obtener el seno de A:

sen2 A = (1 + cosA)(1− cosA) =
2p(p− a)

bc
·
2(p− b)(p− c)

bc
=

4p(p− a)(p− b)(p− c)

b2c2

con lo que:

senA =
2

bc

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

y sustituyendo en la fórmula del área:

S =
1

2
bc senA =

1

2
bc

2

bc

√
p(p− a)(p− b)(p− c) =

√
p(p− a)(p− b)(p− c)

De las fórmulas 4.1 y 4.2 y teniendo en cuenta que:

tg
A

2
=

√
1− cosA

1 + cosA

se obtienen las siguientes fórmulas para los ángulos de un triángulo cuando se conocen los lados:

tg
A

2
=

√
2p(p− a)

(p− b)(p− c)
; tg

B

2
=

√
2p(p− b)

(p− a)(p− c)
; tg

C

2
=

√
2p(p− c)

(p− a)(p− b)

que se conocen como fórmulas de Briggs.

4.14. Problemas

1. (a) Show that
sin 2θ

1 + cos 2θ
= tan θ

(b) Hence �nd the value of cot π
8
in the form a+ b

√
2, where a, b ∈ Z.

2. Given △ ABC, with lengths shown in the diagram below, �nd the length of the line segment CD.

3. The radius of the circle with centre C is 7 cm and the radius of the circle with centre D is 5 cm. If the length of the
chord AB is 9 cm, �nd the area of the shaded region enclosed by the two arcs AB.



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

4.14. PROBLEMAS 55

4. The diagram shows a tangent, (TP ), to the circle with centre O and radius r. The size of P̂OA is θ radians.

(a) Find the area of triangle AOP in terms of r and θ.

(b) Find the area of triangle POT in terms of r and θ.

(c) Using your results from part (a) and part (b), show that sen θ < θ < tg θ.

5. The points P and Q lie on a circle, with centre O and radius 8 cm, such that POQ = 59◦.

Find the area of the shaded segment of the circle contained between the arc PQ and the chord [PQ].

6. The vertices of an equilateral triangle, with perimeter P and area A, lie on a circle with radius r. Find an expression
for P

A
in the form k

r
, where k ∈ Z+.

7. Let f(x) =
sin 3x

sinx
−

cos 3x

cosx
.

(a) For what values of x does f(x) not exist?

(b) Simplify the expression
sin 3x

sinx
−

cos 3x

cosx

8. In the triangle ABC, ÂBC = 90◦, AC =
√
2 and AB = BC + 1.

(a) Show that cosA− sinA =
1
√
2
.

(b) By squaring both sides of the equation in part (a), solve the equation to �nd the angles in the triangle.

(c) Apply Pythagoras' theorem in the triangle ABC to �nd BC, and hence show that

sinA =

√
6−

√
2

4

(d) Hence, or otherwise, calculate the length of the perpendicular from B to [AC].

9. Compruebe que

cosA+ senA

cosA− senA
= sec 2A+ tg 2A

10. Dos discos, uno de 8 cm de radio y otro de 5 cm de radio, se colocan de tal forma que se estén tocando. Se ata un
trozo de cuerda alrededor de los dos discos, tal y como se muestra en el siguiente diagrama.
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Calcule la longitud de cuerda que se necesita para rodear los discos.

11. (a) (i) Express cos
(
π
6
+ x
)
in the form a cosx− b sinx where a, b ∈ R.

(ii) Hence solve
√
3 cosx− sinx = 1; 0 ≤ x ≤ 2π.

(b) Let p(x) = 2x3 − x2 − 2x+ 1 .

(i) Show that x = 1 is a zero of p.
(ii) Hence �nd all the solutions of 2x3 − x2 − 2x+ 1 = 0.
(iii) Express sin 2θ cos θ + sin2 θ in terms of sin θ.
(iv) Hence solve sin 2θ + sin2 θ = 1 for 0 ≤ θ ≤ 2π.

12. A rectangle is drawn around a sector of a circle as shown. If the angle of the sector is 1 radian and the area of the
sector is 7 cm2, �nd the dimensions of the rectangle, giving your answers to the nearest millimetre.

13. (a) Given that:

arctan

(
1

5

)
+ arctan

(
1

8

)
= arctan

(
1

p

)
where p ∈ Z, �nd p.

(b) Hence �nd the value of

arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

5

)
+ arctan

(
1

8

)
.

14. A circle of radius 4 cm, centre O, is cut by a chord [AB] of length 6 cm.

(a) Find ÂOB, expressing your answer in radians correct to four signi�cant �gures.

(b) Determine the area of the shaded region.
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15. (a) Solve the equation 3 cos2 x − 8 cosx + 4 = 0, where 0 ≤ x ≤ 180◦, expressing your answer(s) to the nearest
degree.

(b) Find the exact values of secx satisfying the equation 3 sec4 x− 8 sec2 x+ 4 = 0.

16. The triangle ABC is equilateral of side 3 cm. The point D lies on [BC] such that BD = 1 cm. Find cos D̂AC

17. (a) Dibuje aproximadamente el grá�co de y =
∣∣∣cos x

4

∣∣∣ para 0 ≤ x ≤ 8π.

(b) Resuelva
∣∣∣cos x

4

∣∣∣ = 1

2
para 0 ≤ x ≤ 8π.

18. La siguiente �gura muestra dos círculos que se cortan, de radios 4 cm y 3 cm. El centro C del círculo pequeño está
situado en la circunferencia del círculo grande. O es el centro del círculo grande, y los dos círculos se cortan en los
puntos A y B

Halle:

(a) B̂OC;

(b) el área de la región sombreada.

19. Halle todas las soluciones de la ecuación tanx+ tan 2x = 0 donde 0◦ ≤ x < 360◦.

20. En el triángulo ABC, AB = 5 cm, BC = 12 cm, AB̂C = 100◦.

(a) Halle el área del triángulo.

(b) Halle AC.

21. El granjero Bill posee un terreno rectangular de 10 m por 4 m. Bill ata una cuerda a un poste de madera situado en
una esquina de su terreno, y ata el otro extremo de la cuerda a su cabra Gru�.

(a) Sabiendo que la cuerda tiene una longitud de 5 m, calcule el porcentaje del terreno de Bill en el que Gru�
puede pastar. Dé la respuesta aproximando al número entero más próximo.

(b) Bill sustituye la cuerda de Gru� por otra que tiene una longitud a, 4 < a < 10, de modo que ahora Gru� puede
pastar exactamente en la mitad del terreno de Bill.

Muestre que a satisface la ecuación:

a2 arsen

(
4

a

)
+ 4
√

a2 − 16 = 40

(c) Halle el valor de a.

22. La siguiente �gura muestra un sector circular, donde ÂOB = x radianes y la longitud del arco AB = 2
x
cm. Sabiendo

que el área del sector circular es igual a 16 cm2, halle la longitud del arco AB.

23. Resuelva la ecuación sen 2x− cos 2x = 1 + senx− cosx para x ∈ [−π, π].
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24. Una función viene dada por f(x) = A sen(Bx) + C, −π ≤ x ≤ π, donde A,B,C ∈ Z. En la siguiente �gura se
representa el grá�co de y = f(x).

(a) Halle el valor de A, B y C.

(b) Resuelva f(x) = 3 para 0 ≤ x ≤ π.

25. El triángulo ABC tiene un área de 21 cm2. Los lados AB y AC tienen una longitud de 6 cm y 11 cm, respectivamente.
Halle los dos posibles valores de la longitud del lado BC.

26. Considere la ecuación:
√
3− 1

senx
+

√
3 + 1

cosx
= 4

√
2 ; 0 < x <

π

2

Sabiendo que

sen
π

12
=

√
6−

√
2

4
y cos

π

12
=

√
6 +

√
2

4

(a) Veri�que que x = π
12

es una solución de la ecuación.

(b) A partir de lo anterior, halle otra solución para 0 < x < π
2

27. ABCD es un cuadrilátero en el que AB = 6, 5; BC = 9,1; CD = 10,4; DA = 7,8 y ĈDA = 90◦. Halle ÂBC, y dé la
respuesta aproximando al número de grados más próximo.
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Tema 5

Geometría

5.1. Ecuación punto-pendiente y explícita de la recta.

En Geometría Analítica las rectas se representan mediante ecuaciones de primer grado con dos incógnitas.
Los puntos de la recta son las soluciones de la ecuación. Por ejemplo, la ecuación

3x+ 4y = 5

representa a una recta. Si queremos obtener puntos de esta recta, basta calcular soluciones de la ecuación.
Dando un valor a una de las incógnitas y calculando el valor correspondiente de la otra obtenemos un
punto. Por ejemplo, en la ecuación anterior, dando a x el valor −1 se obtiene para y:

x = −1 =⇒ 3(−1) + 4y = 5 ; 4y = 8 ; y = 2

de modo que el punto (−1, 2) es un punto de la recta dada.

Una ecuación de primer grado puede escribirse de muchas formas diferentes, con paréntesis, sin paréntesis,
con denominadores, sin denominadores, etc. Dependiendo cómo se escriba la ecuación, sus coe�cientes
tienen un signi�cado u otro como características de la recta. Seguidamente, veremos las formas más
convenientes de escribir la ecuación de una recta.

Supongamos que una recta está de�nida por un punto P (x0, y0) y el ángulo que forma con la dirección
positiva del eje de abscisas, es decir, por el ángulo α en la �gura 5.1. La tangente de este ángulo se
representa por la letra m y se llama pendiente de la recta.

Figura 5.1: Ecuaciones de la recta punto-pendiente y explícita

59
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60 TEMA 5. GEOMETRÍA

Para que el punto X(x, y) se encuentre sobre la recta debe cumplir que:

tgα = m =
y − y0
x− x0

=⇒ y − y0 = m(x− x0)

Esta forma de escribir la ecuación

y − y0 = m(x− x0)

se llama forma punto-pendiente de la ecuación de la recta. El signi�cado de los coe�cientes en este
caso está claro: representan las coordenadas (x0, y0) de un punto de la recta y la pendiente m.

Si se toma como punto para de�nir la recta, el punto de corte con el eje de ordenada B(0, b), la ecuación
queda:

y − b = m(x− 0)

o bien

y = mx+ b

que se llama ecuación explícita de la recta. En esta ecuación, el coe�ciente de x es la pendiente, y el
término independiente b representa la ordenada del punto de corte de la recta con el eje de ordenadas
que recibe el nombre de ordenada en el origen.

Ejercicio 31. Calcular en las formas punto-pendiente y explícita la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(−2, 5)
y B(3, 1).

Solución:

Podemos calcular la pendiente de la recta como el cociente de las variaciones de y y de x entre los dos puntos conocidos de
la recta (�gura 5.2):

m =
∆y

∆x
=

y2 − y1

x2 − x1
=

1− 5

3− (−2)
=

−4

5

Como punto para de�nir la recta podemos tomar cualquiera de los dos, por ejemplo el punto A. La ecuación punto-pendiente

Figura 5.2: Ecuación de la recta que pasa por dos puntos

es:

y − 5 = −
4

5
(x+ 2)

La ecuación explícita la obtenemos despejando y:

y = 5−
4

5
x−

8

5
=⇒ y = −

4

5
x+

17

5

♠♠♠♠
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5.2. ECUACIÓN CANÓNICA O SEGMENTARIA. 61

5.2. Ecuación canónica o segmentaria.

Vamos a suponer ahora que la recta está dada por los puntos A(a, 0) y B(0, b) en que la recta corta a los
ejes de coordenadas (�gura 5.3).

Figura 5.3: Ecuación segmentaria de la recta

La pendiente de la recta es:

m =
b− 0

0− a
= − b

a

Puesto que la ordenada en el origen de la recta es b, su ecuación explícita es:

y = − b

a
x+ b =⇒ (quitando denominadores) bx+ ay = ab

y dividiendo por ab los dos miembros resulta:

x

a
+

y

b
= 1

Esta es la ecuación segmentaria o canónica de la recta. Los coe�cientes a y b de la ecuación son,
respectivamente, la abscisa y la ordenada en el origen, es decir, la abscisa y la ordenada de los
puntos de corte con los ejes.

Ejercicio 32. Calcular la ecuación segmentaria de la recta 3x+ 4y = 24.

Solución:

Resolveremos el problema por dos procedimientos:

� Calculamos las intersecciones e la recta con los ejes de coordenadas. Para calcular la intersección con el eje de
abscisas hacemos y = 0 y para calcular la intersección con el eje de ordenadas hacemos x = 0:{

3x+ 4y = 24

y = 0
=⇒ A(8, 0)

{
3x+ 4y = 24

x = 0
=⇒ B(0, 6)

Hemos hallado la abscisa en el origen (a = 8) y la ordenada en el origen (b = 6). La ecuación de la recta en forma
segmentaria es:

x

8
+

y

6
= 1

� Dividiendo los dos miembros de la ecuación por 24:

3x

24
+

4y

24
=

24

24

Pasando dividiendo al denominador los coe�cientes que aparecen en el numerador multiplicando:
x
24
3

+
y
24
6

= 1 =⇒
x

8
+

y

6
= 1

♠♠♠♠
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5.3. Ecuación general o implícita.

No todas las rectas tienen una ecuación que se pueda escribir en una de las formas vistas hasta ahora.
Por ejemplo, la pendiente es la tangente del ángulo que forma la recta con el eje de abscisas. Las rectas
paralelas al eje de ordenadas forman un ángulo de 90◦ con el eje de abscisas y, por consiguiente, no
tienen pendiente, puesto que la tangente de 90◦ no existe. A veces se dice que estas rectas tienen tangente
in�nita.

Para que la ecuación de una recta pueda escribirse en forma segmentaria, es preciso que la recta corte a
los dos ejes en puntos distintos del origen. Por tanto, no podrán escribirse en forma segmentaria ni las
rectas paralelas a cualquiera de los dos ejes ni las rectas que pasan por el origen.

Sin embargo, todas las rectas pueden expresarse mediante ecuaciones del tipo:

Ax+By + C = 0

Esta forma de escribir la ecuación de primer grado se llama general o implícita y, como hemos dicho,
todas las rectas tienen una ecuación que se puede escribir de esta manera. El problema es que es más
difícil encontrar un signi�cado par sus coe�cientes A, B y C.

Figura 5.4: Casos particulares de la ecuación de la recta

Cuando alguno de los coe�cientes de la ecuación es cero, nos encontramos con los siguientes casos parti-
culares:

⋄ Si A = 0 en la ecuación falta la incógnita x. La ecuación se suele escribir en la forma y = y0 y se
trata de rectas paralelas al eje de abscisas. En particular, la ecuación del eje X es y = 0.

⋄ Si B = 0 en la ecuación falta la incógnita y. En este caso se trata de rectas paralelas al eje de
ordenadas que se suelen escribir en la forma x = x0. La ecuación del eje de ordenadas es x = 0.

⋄ Si C = 0 la recta correspondiente pasa por el origen puesto que (0, 0) es una solución de la ecuación.
En particular, la recta y = x se llama bisectriz del primer cuadrante y y = −x bisectriz del segundo
cuadrante.

Ejercicio 33. Calcular las ecuaciones de las paralelas a los ejes por el punto P (1, 3)

Solución:

La paralela al eje OX tiene de ecuación y = 3. La paralela al eje OY tiene de ecuación x = 1.

♠♠♠♠

Ejercicio 34. Calcular el punto de intersección de la recta 2x+ 5y − 7 = 0 con la bisectriz del primer cuadrante.

Solución:
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5.4. POSICIÓN RELATIVA DE DOS RECTAS. 63

Para calcular la intersección de dos rectas hay que hallar la solución del sistema formado por sus ecuaciones. En este caso,
el sistema es:{

2x+ 5y − 7 = 0

y = x

sistema que tiene por solución el punto P (1, 1).

♠♠♠♠

5.4. Posición relativa de dos rectas.

Dos rectas o bien se cortan o son paralelas. Cuando dos rectas son paralelas forman el mismo ángulo
con el eje de abscisas y, por consiguiente, tienen la misma pendiente (ver �gura 5.5).

Figura 5.5: Rectas paralelas

Si las ecuaciones de las dos rectas están escritas en forma explícita o punto-pendiente podemos saber si
son paralelas, simplemente comprobando si tienen o no la misma pendiente.

En el caso de que una recta esté escrita en forma implícita Ax + By + C = 0, podemos obtener su
pendiente despejando la incógnita y:

Ax+By + C = 0 =⇒ y = −A

B
x− C

B
=⇒ m = −A

B

Por tanto, si las rectas A1x+ B1y + C1 = 0 y A2x+ B2y + C2 = 0 son paralelas, deben tener la misma
pendiente y, por consiguiente:

−A1

B1
= −A2

B2
=⇒ A1

A2
=

B1

B2

Esta es la condición de paralelismo de dos rectas cuando sus ecuaciones están escritas en forma implícita.
Si además sucede que:

A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2

las dos ecuaciones tienen las mismas soluciones (una de ellas es igual a la otra multiplicada por un
número). Las dos rectas tienen los mismos puntos y son, por tanto, coincidentes.

Ejercicio 35. Calcular la ecuación de la paralela a la recta y = 2x− 5 que pasa por el punto P (3,−7).

Solución:

Si es paralela, debe tener la misma pendiente m = 2. Como además pasa por el punto P (3,−7), su ecuación es:

y + 7 = 2 (x− 3)

♠♠♠♠
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Ejercicio 36. Calcular la ecuación de la paralela a la recta 3x− 5y + 8 = 0 por el punto A(1, 7).

Solución:

Si la ecuación está dada en forma implícita podemos utilizar otro procedimiento (aunque podríamos calcular la pendiente
de la recta dada y proceder como en el problema anterior). Puesto que los coe�cientes A y B de la recta y su paralela son
proporcionales, podemos suponer que son los mismos y las dos ecuaciones di�eren simplemente en el coe�ciente C. La recta
que buscamos es:

3x− 5y + C = 0

Como la recta pasa por A(1, 7) estos números son solución de la ecuación. Por tanto:

3 · 1− 5 · 7 + C = 0 =⇒ C = 35− 3 = 32

La ecuación de la paralela es 3x− 5y + 32 = 0.

♠♠♠♠

5.5. Ángulo de dos rectas

Se llama ángulo de dos rectas el menor de los ángulos que forman.

Figura 5.6: Angulo de dos rectas

Sean dos rectas r1 y r2 cuyas ecuaciones en forma explícita son y = m1x + b1 y y = m2x + b2. En la
�gura 5.6 vemos que el ángulo α que forman las dos rectas es:

α = α1 − α2

Por consiguiente:

tgα = tg(α1 − α2) =
tgα1 − tgα2

1 + tgα1 tgα2
=

m1 −m2

1 +m1m2

Si queremos obtener el ángulo agudo que forman las dos rectas, deberemos tomar el valor absoluto de
esta expresión. Tenemos entonces para el ángulo de dos rectas la siguiente fórmula:

tgα =

∣∣∣∣ m1 −m2

1 +m1m2

∣∣∣∣
Si las rectas son perpendiculares el denominador debe ser cero. La condición para que dos rectas sean
perpendiculares es:

r1 ⊥ r2 ⇐⇒ 1 +m1m2 = 0 ⇐⇒ m2 = − 1

m1

Haciendo α = 0 se obtiene la condición de paralelismo que ya conocemos:

r1 ∥ r2 ⇐⇒ m1 = m2
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Ejercicio 37. Calcular la ecuación de la recta perpendicular a r : 3x− 5y + 1 = 0 que pasa por P (1,−2).

Solución:

La pendiente de la recta r es m = 3
5
. La pendiente de la perpendicular tiene que ser m′ = − 5

3
. Puesto que la recta debe

pasar por P (1,−2) su ecuación es:

y + 2 = −
5

3
(x− 1)

♠♠♠♠

5.6. Distancias

Distancia entre dos puntos

De la �gura 5.7 y del teorema de Pitágoras se desprende que:

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Figura 5.7: Distancia entre dos puntos

Distancia desde el origen a una recta

Sea la recta r : Ax+By + C = 0 (ver �gura 5.8). La ecuación de la perpendicular a r por el origen es:

y =
B

A
x

La intersección de esta recta con r es el punto P (x′, y′). Las coordenadas de este punto se obtienen
resolviendo el sistema:Ax+By + C = 0

y =
B

A
x

=⇒ Ax+
B2

A
x+ C = 0 =⇒ A2x+B2x+AC = 0

Despejando:

(A2 +B2)x+AC = 0 =⇒ x =
−AC

A2 +B2
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Figura 5.8: Distancia del origen a una recta

Las coordenadas del punto P son:

x′ =
−AC

A2 +B2
y′ =

−BC

A2 +B2

La distancia del origen a P es:

d =
√
x′2 + y′2 =

√
A2C2 +B2C2

(A2 +B2)2
=

√
C2

A2 +B2
=

|C|√
A2 +B2

Distancia de un punto a una recta

Figura 5.9: Distancia de un punto a una recta

Sea el punto P (x0, y0) y la recta r : Ax+By + C = 0. Para calcular la distancia de P a r hacemos una
traslación que lleve el punto P al origen:{

x′ = x− x0

y′ = y − y0

La recta trasladada tiene como ecuación:

A(x′ + x0) +B(y′ + y0) + C = 0 o Ax′ +By′ +Ax0 +By0 + C = 0
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5.7. MEDIATRIZ Y BISECTRIZ 67

Aplicando ahora la fórmula obtenida para la distancia desde el origen a una recta se obtiene:

d(P, r) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2

fórmula que es fácil de recordar pues el numerador es el primer miembro de la ecuación implícita de la
recta r sustituyendo, en lugar de las incógnitas, las coordenadas de P .

Distancia entre rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelas puede calcularse tomando un punto cualquiera de una de ellas y
calculando la distancia desde ese punto a la otra recta. También puede obtenerse como suma o diferencia
de las distancias desde el origen (�gura 5.10).

Si las ecuaciones de las rectas son r1 : Ax+By + C = 0 y r2 : Ax+By + C ′ = 0, su distancia es:

d(r1, r2) =
|C − C ′|√
A2 +B2

Figura 5.10: Distancia entre dos rectas paralelas

5.7. Mediatriz y bisectriz

La mediatriz de un segmento es la perpendicular por el punto medio. También puede de�nirse como el
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento.

Sea el segmento determinado por los puntos A(x1, y1) y B(x2, y2) (ver �gura 5.11). Sea X(x, y) un punto
cualquiera de la mediatriz de AB. Se cumple que:

d(X,A) = d(X,B)√
(x− x1)2 + (y − y1)2 =

√
(x− x2)2 + (y − y2)2 elevando al cuadrado

(x− x1)
2 + (y − y1)

2 = (x− x2)
2 + (y − y2)

2

Esta es la ecuación de la mediatriz de AB. Simpli�cando los términos de segundo grado queda:

2x(x2 − x1) + 2y(y2 − y1) + x2
1 + y21 − x2

2 − y22 = 0
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Figura 5.11: Mediatriz de un segmento

Figura 5.12: Bisectriz de dos rectas

La bisectriz de dos rectas que se cortan es el conjunto de puntos que equidistan de las dos rectas.

Sean las rectas r1 : A1x + B1y + C1 = 0 y r2 : A2x + B2y + C2 = 0 (ver �gura 5.12). Si X(x, y) es un
punto de la bisectriz, se cumple que:

d(X, r1) = d(X, r2)

|A1x+B1y + C1|√
A2

1 +B2
1

=
|A2x+B2y + C2|√

A2
2 +B2

2

A1x+B1y + C1√
A2

1 +B2
1

= ± A2x+B2y + C2√
A2

2 +B2
2

Como vemos, hay dos bisectrices b1 y b2 perpendiculares entre sí.

5.8. Vectores

Un vector es un segmento orientado. En un vector podemos distinguir su módulo o longitud, su
dirección (la de la recta que lo contiene) y su sentido (hay dos sentidos posibles para cada dirección).

Cuando al unir los orígenes y los extremos de dos segmentos orientados, la �gura que resulte sea un
paralelogramo, consideraremos que los dos vectores son iguales, es decir, los dos segmentos son represen-
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5.8. VECTORES 69

taciones del mismo vector. Esto quiere decir que cualquier vector lo podemos representar con el origen
en el punto que queramos.

Figura 5.13: Vectores iguales y opuestos

El opuesto de un vector es el vector que tiene el mismo módulo, la misma dirección y sentido contrario.

Figura 5.14: Operaciones con vectores

De�nimos dos operaciones con vectores (�gura 5.14):

⋄ La suma de dos vectores se obtiene representando uno a continuación del otro. El vector suma
tiene como origen el origen del primer vector y como extremo, el extremo del segundo vector. La
diferencia de dos vectores se obtiene sumando al primero el opuesto del segundo.

⋄ Si se multiplica un vector por un número, el vector resultante tiene la misma dirección, el módulo
queda multiplicado por el número (positivo) y el sentido es igual u opuesto según que se multiplique
por un número positivo o negativo.

Debemos destacar que cuando se multiplica un vector por un número no cambia la dirección del vector.
También es cierto que si dos vectores tienen la misma dirección, uno de ellos es igual al otro multiplicado
por un número:

u⃗ ∥ v⃗ ⇐⇒ u⃗ = tv⃗

Una base del conjunto de vectores libres del plano está formada por dos vectores {⃗i, j⃗} no alineados. Todo
vector puede descomponerse como suma de dos vectores en las direcciones de i⃗ y de j⃗ (ver �gura 5.15):

v⃗ = vx⃗i+ vy j⃗

Los números vx y vy se llaman coordenadas del vector v⃗ en la base {⃗i, j⃗}. En lo sucesivo, representaremos
los vectores por sus dos coordenadas entre paréntesis:

u⃗ =

(
ux

uy

)
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Cuando los vectores están dados por sus coordenadas, las operaciones resultan muy sencillas:

u⃗+ v⃗ =

(
ux

uy

)
+

(
vx

vy

)
=

(
ux + vx

uy + vy

)

t u⃗ = t

(
ux

uy

)
=

(
tux

tuy

)

Figura 5.15: Coordenadas de un vector. Vector dado por su origen y extremo.

En lo que sigue utilizaremos vectores para indicar la posición de los puntos y las direcciones de las rectas.
Dado un punto P (x, y) se llama vector de posición del punto al vector

−−→
OP que va del origen de

coordenadas al punto. Las coordenadas de un punto coinciden con las de su vector de posición.

Vector director de una recta es cualquier vector que tenga la dirección de la recta. Como al multiplicar
un vector por un número no cambia la dirección, si u⃗ es un vector director de la recta r, también lo es
αu⃗, siendo α un número cualquiera.

Si conocemos el origen y el extremo de un vector, podemos calcular sus coordenadas de la forma siguiente
(�gura 5.15):

−→
OA+

−−→
AB =

−−→
OB =⇒

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

Como las coordenadas de
−→
OA y

−−→
OB coinciden con las coordenadas de A y B, resulta que las coordenadas

de un vector pueden obtenerse restando las coordenadas de su extremo menos las coordenadas de su
origen.

Ejercicio 38. Calcular las coordenadas del vector
−→
AB siendo A(−3, 4) y B(2, 7).

Solución:

Según hemos visto.

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA =

(
2

7

)
−
(
−3

4

)
=

(
5

3

)

♠♠♠♠

Ejercicio 39. Dados los puntos A(−4, 5) y B(5,−1) calcular los puntos que dividen el segmento AB en tres partes
iguales.

Solución:

Calculamos en primer lugar el vector
−→
AB:

−→
AB =

(
5

−1

)
−
(
−4

5

)
=

(
9

−6

)
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Figura 5.16: Ecuación vectorial de la recta

Entonces:

−−→
OP =

−→
OA+

1

3

−→
AB = (−4, 5) +

1

3

(
9

−6

)
=

(
−4

5

)
+

(
3

−2

)
=

(
−1

3

)

−−→
OQ =

−→
OA+

2

3

−→
AB =

(
−4

5

)
+

2

3

(
9

−6

)
=

(
−4

5

)
+

(
6

−4

)
=

(
2

−1

)

Los puntos son P (−1, 3) y Q(2,−1).

♠♠♠♠

5.9. Otras formas de la ecuación de la recta

⋄ Supongamos que la recta está de�nida por un punto P dado por su vector de posición
−−→
OP y un

vector director v⃗. Sea X un punto cualquiera de la recta con vector de posición
−−→
OX. Evidentemente

se cumple que:

−−→
OX =

−−→
OP +

−−→
PX

Pero si X está sobre la recta, los vectores v⃗ y
−−→
PX tienen la misma dirección y, por consiguiente,−−→

PX es igual a un número t por v⃗:

−−→
OX =

−−→
OP + tv⃗

Esta es la ecuación vectorial de la recta dada por el punto P y el vector v⃗. Se le puede dar una
interpretación física como la trayectoria de un móvil que se mueve con velocidad uniforme v⃗ y que
en el momento inicial se encuentra en el punto P . En esta interpretación el parámetro t sería el
tiempo y en cada instante t la ecuación nos daría la posición del móvil.

⋄ Si en la ecuación vectorial representamos los vectores por sus coordenadas resulta:(
x

y

)
=

(
x0

y0

)
+ t

(
vx

vy

)
=⇒

{
x = x0 + tvx

y = y0 + tvy

Estas son las ecuaciones paramétricas de la recta. Los coe�cientes del parámetro t son las
coordenadas del vector director y los términos independientes son las coordenadas de un punto de
la recta (el que se obtiene haciendo t = 0).
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⋄ En el caso de que vx y vy sean distintos de cero, puede despejarse t en las ecuaciones paramétricas.
Igualando obtenemos la siguiente ecuación:

x− x0

vx
=

y − y0
vy

que se llama ecuación continua de la recta. A veces se escribe también la forma continua de la
ecuación aunque alguna de las coordenadas del vector director sea cero. Por ejemplo:

x− 3

2
=

y − 1

0

Evidentemente no hay que entender que haya que dividir por cero sino que la segunda coordenada
del vector director es cero. En este caso, el numerador debe ser también igual a cero, es decir, se
trata de la recta y = 1, una recta paralela al eje de abscisas.

Si quitamos denominadores y pasamos todos los términos al primer miembro obtendríamos la
ecuación implícita:

vyx− vxy + vxy0 − vyx0 = 0

Comparando con la expresión genera de la ecuación implícita Ax+ By + C = 0, igualando coe�-
cientes tenemos que

A = vy

B = −vx
=⇒ v⃗ =

(
vx

vy

)
=

(
−B

A

)
y podemos dar la siguiente interpretación a los coe�cientes A y B de la ecuación implícita: −B y
A son las coordenadas de un vector director de la recta.

Ejercicio 40. Escribir en forma vectorial, paramétrica y continua, la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 3)
y B(5,−1).

Solución:

El vector
−→
AB =

(
3

−4

)
es un vector director de la recta.

La ecuación vectorial es:

−−→
OX =

(
2

3

)
+ t

(
3

−4

)
En forma paramétrica, esta ecuación se escribe:{

x = 2 + 3t

y = 3− 4t

Finalmente, en forma continua:

x− 2

3
=

y − 3

−4

♠♠♠♠

5.10. Cónicas

Hasta ahora hemos visto que las soluciones de una ecuación de primer grado con dos incógnitas, con-
sideradas éstas como coordenadas de puntos del plano, forman una línea recta. Las soluciones de las
ecuaciones de segundo grado con dos incógnitas, es decir, de ecuaciones del tipo.

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

no forman rectas sino un tipo de curvas que se denominan cónicas o secciones cónicas porque se obtienen
de la intersección de una super�cie cónica con un plano. En lo que sigue estudiaremos estas curvas
de�niéndolas como lugares geométricos, esto es, como conjunto de puntos que cumplen una determinada
propiedad.
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5.10.1. Circunferencia

Figura 5.17: Circunferencia

Se llama así al conjunto de puntos que se encuentran a la misma distancia (radio) de un punto dado
(centro de la circunferencia). Sea la circunferencia de centro en el punto C(x0, y0) y radio r. Para que el
punto X(x, y) se encuentre en la circunferencia debe cumplirse que:

d(X,C) = r y sustituyendo resulta

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2

Esta es la ecuación de una circunferencia de centro C(x0, y0) y radio r. Desarrollando las potencias se
obtiene:

x2 + y2 − 2x0x− 2y0y + x2
0 + y20 − r2 = 0

En general, una ecuación de la forma:

x2 + y2 + Cx+Dy + F = 0

representa una circunferencia en la que las coordenadas del centro (x0, y0) y el radio están dados por el
sistema:

− 2x0 = C

− 2y0 = D

x2
0 + y20 − r2 = F

5.10.2. Elipse

Se llama elipse al conjunto de puntos cuya suma de distancias a dos puntos (focos) es constante (ver
�gura 5.18).

Una elipse queda de�nida por los siguientes elementos:

⋄ El semieje mayor a

⋄ El semieje menor b

⋄ La semidistancia focal c

⋄ La excentricidad e
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Figura 5.18: La elipse y la hipérbola

Los tres primeros cumplen que a2 = b2 + c2.

La excentricidad se de�ne por la fórmula:

e =
c

a

La excentricidad es un número comprendido entre 0 y 1. Si la excentricidad es cero la elipse es una
circunferencia; si es igual a 1 es un segmento. A partir de la de�nición y de las relaciones que hemos visto
entre sus elementos puede calcularse la ecuación de una elipse centrada en los ejes (ver �gura 5.18). La
ecuación es:

x2

a2
+

y2

b2
= 1

5.10.3. Hipérbola

La hipérbola es una curva de�nida por la propiedad de que la diferencia de distancias de sus puntos a dos
puntos (focos) es constante. Una hipérbola queda determinada por los siguientes elementos (ver �gura
5.18):

⋄ El semieje real a

⋄ La semidistancia focal c

⋄ El semieje imaginario b de�nido por c2 = a2 + b2

⋄ La excentricidad e =
c

a

La excentricidad de una hipérbola es siempre mayor o igual a uno. La hipérbola de excentricidad 1 está
formada por dos semirrectas. La ecuación de la hipérbola centrada en los ejes se deduce fácilmente a
partir de la de�nición:

x2

a2
− y2

b2
= 1

. La hipérbola es una curva con asíntotas. Éstas son rectas con la propiedad de que cuando x se hace
muy grande (tiende a in�nito) su distancia a la hipérbola se hace muy pequeña (tiende a cero). Lo mismo
pasa cuando x se hace muy pequeño (tiende a menos in�nito). La ecuación de las asíntotas es:

y = ± b

a
x
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5.10.4. Parábola

Figura 5.19: Parábola

Una parábola está formada por el conjunto de puntos que equidistan de un punto (foco) y una recta
(directriz).

La parábola viene caracterizada por la distancia entre el foco y la directriz que se denomina parámetro

de la parábola.

Si el foco se encuentra sobre el eje de abscisas, la directriz es paralela al eje de ordenadas y ambos
elementos se encuentran a la misma distancia del origen, la ecuación de la parábola es:

y2 = 2px

Ejercicio 41. Calcular la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 5), B(0, 1) y C(2, 3) y determinar
su centro y su radio.

Solución:

− Primer método. El centro es equidistante de A y B. Por consiguiente, se encuentra en su mediatriz:

y = 3

Por ser equidistante de B y C, también se encuentra en la mediatriz de estos dos puntos:

x2 + (y − 1)2 = (x− 2)2 + (y − 3)2

x2 + y2 − 2y + 1 = x2 − 4x+ 4 + y2 − 6y + 9

4x+ 4y − 12 = 0

x+ y − 3 = 0

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las dos mediatrices:{
y = 3

x+ y − 3 = 0

se obtiene que el centro es el punto (0, 3).

El radio es la distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:

r = 2

− Segundo método: sea x2 + y2 +Dx+ Ey ∗ F = 0 la ecuación de la circunferencia que buscamos:

Por pasar por A(0, 5): 25 + 5E + F = 0

Por pasar por B(0, 1): 1 + E + F = 0

Por pasar por C(2, 3): 4 + 9 + 2D + 3E + F = 0
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Resolviendo el sistema se obtiene D = 0, E = −6, F = 5, de modo que la ecuación de la circunferencia es:

x2 + y2 − 6y + 5 = 0

que se puede escribir como:

x2 + (y − 3)2 − 4 = 0

y de aquí deducimos que el centro es el punto (0, 3) y que el radio es igual a 2.

♠♠♠♠

Ejercicio 42. Calcular las ecuaciones de las circunferencias que son tangentes a las rectas 3x−4y+12 = 0 y 4x+3y = 0,
cuyo centro se encuentra sobre la recta x+ 2y + 3 = 0

Solución:

El centro de la circunferencia debe encontrarse sobre las bisectrices de las tangentes:

3x− 4y + 12
√
32 + 42

= ±
4x+ 3y
√
42 + 32

Simpli�cando, obtenemos para las bisectrices las siguientes ecuaciones:

y = 7x+ 12

y = −
1

7
x+

12

7

Para calcular el centro de la circunferencia debemos resolver el sistema formado por cada una de las bisectrices con la recta
dada. Tenemos dos soluciones:

� El centro de la circunferencia es la solución del sistema:{
x+ 2y + 3 = 0

y = 7x+ 12
=⇒ C

(
−
9

5
,−

3

5

)
El radio es la distancia desde este punto a cualquiera de las rectas tangentes:

r =

∣∣−4·9
5

− 3·3
5

∣∣
√
42 + 32

=
9

5

La ecuación de la circunferencia es:(
x+

9

5

)2

+

(
y +

3

5

)2

=
81

25

� Procediendo de la misma manera que en el caso anterior se obtiene la segunda solución. El centro es la solución
del sistema:{

x+ 2y + 3 = 0

y = − 1
7
x+ 12

7

=⇒ C′(−9, 3)

Calculamos el radio:

r′ =
|4 · (−9) + 3 · 3|

√
42 + 32

=
27

5

y la ecuación de la segunda circunferencia es:

(x+ 9)2 + (y − 3)2 =
729

25

♠♠♠♠
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Figura 5.20: Circunferencias tangentes a dos rectas
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Tema 6

Números complejos

6.1. Cuerpos

Un cuerpo conmutativo es un conjunto de números que pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse.

Los números racionales, esto es, los números que pueden escribirse en forma de fracción, forman un
cuerpo conmutativo que se representa por la letra Q. Los números reales, formados por los racionales
e irracionales, se representan por la letra R y también tienen estructura de cuerpo conmutativo. Sin
embargo el conjunto de los números enteros Z no es un cuerpo pues, en general, los números enteros no
se pueden dividir, por ejemplo, el cociente de 7 entre 3 no es un número entero.

De forma más precisa, un cuerpo conmutativo F es un conjunto con cuyos elementos pueden hacerse dos
operaciones, suma y producto y estas operaciones tienen las propiedades siguientes:

⋄ Propiedades de la suma:

1. Asociativa. Para sumar tres elementos pueden asociarse como se quiera

(a+ b) + c = a+ (b+ c)

2. Elemento neutro o cero. Existe un elemento que se le suele llamar cero con la propiedad:

a+ 0 = a

3. Elemento simétrico u opuesto. Para cada elemento a del cuerpo existe otro elemento (repre-
sentado generalmente por −a) con la propiedad de que al sumar ambos se obtiene el elemento
neutro:

a+ (−a) = 0

4. Conmutativa. El resultado de la suma es independiente del orden de los sumandos:

a+ b = b+ a

La existencia de elemento opuesto hace que exista siempre la diferencia de los números. La dife-
rencia es la suma de un elemento y el opuesto del otro:

a− b = a+ (−b)

⋄ Propiedades del producto:

1. Asociativa. Para multiplicar tres elementos pueden asociarse como se quiera

(a · b) · c = a · (b · c)

79
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2. Elemento neutro o unidad. Existe un elemento que se le suele llamar uno con la propiedad:

a · 1 = a

3. Elemento simétrico o inverso. Para cada elemento a del cuerpo salvo para el cero, existe otro
elemento (representado generalmente por a−1) con la propiedad de que al multiplicar ambos
se obtiene el elemento unidad:

a · a−1 = 1

4. Conmutativa. El producto es independiente del orden de los factores:

a · b = b · a

La existencia de elemento inverso garantiza que se puedan dividir dos números salvo si el divisor
es cero. El cociente es el producto del primer elemento por el inverso del segundo:

a/b = a · b−1

⋄ Propiedades de la suma y el producto

Distributiva

a · (b+ c) = a · b+ a · c

Dado un cuerpo F y un número a no perteneciente al cuerpo, siempre puede encontrarse un cuerpo que
contenga a ambos, es decir, al cuerpo F y al número a. Por ejemplo, si consideramos el cuerpo Q de
los números racionales y el número

√
2 que no es racional, los números de la forma a + b

√
2 con a y b

racionales, forman un cuerpo que incluye a todos los racionales y a
√
2.

6.2. Números complejos

Tanto el conjunto Q de los números racionales como el conjunto R de los números reales son cuerpos.
Según hemos visto, en el conjunto de los números reales no pueden de�nirse algunas funciones como la
raíz cuadrada o el logaritmo para números negativos. La ampliación del concepto de número a los números
complejos permite extender el dominio de estas funciones a todos los números.

Para construir los números complejos vamos a añadir a los números reales un número i que llamaremos
unidad imaginaria y que cumple que i2 = −1, es decir, el número i es una raíz de −1.

Si queremos que el nuevo conjunto sea un cuerpo, para que esté de�nida la multiplicación, debemos añadir
todos los números de la forma bi donde b es un número real. Estos números, producto de un número real
por la unidad imaginaria, se llaman números imaginarios puros.

Además, puesto que los números se pueden sumar, deben existir los números de la forma a+ bi donde a
y b son números reales. Estos números son suma de un número real y un número imaginario puro.

Veremos que con números de la forma a + bi con a, b ∈ R pueden de�nirse la suma y la multiplicación
con todas las propiedades de un cuerpo conmutativo. Estos números forman el cuerpo de los números
complejos y esta representación de los complejos como suma de un número real y un número imaginario
puro se llama forma binómica del número complejo. El cuerpo de los números se representa por C.

Por consiguiente, un número complejo a + bi está formado por dos números reales a y b. El número a
se llama parte real del complejo, y el número b (el que aparece multiplicando a la unidad imaginaria) se
denomina parte imaginaria del complejo. Esto es similar a los números fraccionarios que estan compuestos
por dos números enteros, el numerador y el denominador.

De la misma forma que los números reales se representan sobre una recta, los números complejos se
representan en un plano llamado Plano de Argand, tomando la parte real sobre el eje de abscisas (que
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Figura 6.1: Plano complejo o de Argand

llamaremos eje real) y la parte imaginaria sobre el eje de ordenadas (eje imaginario). El punto represen-
tativo de un número se llama a�jo del complejo.

En esta representación, los a�jos de los números reales están sobre el eje de abscisas y los números
imaginarios puros sobre el eje de ordenadas. De ahí los nombres de eje real y eje imaginario con que
designamos estos ejes.

Los complejos que tienen la misma parte real y parte imaginaria del mismo valor y signo contrario, es
decir, los complejos a+bi y a−bi, se llaman conjugados. El conjugado de un complejo z se representa por
z∗ o también por z̄. Los a�jos de estos complejos son puntos simétricos respecto al eje real. Los números
reales son conjugados de sí mismos. En la �gura siguiente pueden verse los a�jos de algunos pares de
complejos conjugados.

Figura 6.2: Números complejos conjugados

6.3. Operaciones con complejos en forma binómica

⋄ Suma y diferencia. La suma de complejos en forma binómica se obtiene sumando las partes
reales e imaginarias de los dos complejos:

(a+ bi) + (c+ di) = a+ c+ (b+ d)i
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Por ejemplo:

(−5 + 2i) + (3− i) = −2 + i

(−5 + 2i)− (3− i) = −8 + 3i

⋄ Producto. Los complejos se multiplican como si fuesen binomios y el polinomio resultante se
reduce teniendo en cuenta que i2 = −1:

(a+ bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = ac− bd+ (ad+ bc)i

Por ejemplo:

(6− 2i) · (1 + 5i) = 6 + 30i− 2i− 10i2 = 6 + 28i+ 10 = 16 + 28i

El producto de un complejo por su conjugado es un número real positivo. En efecto, sea z = a+bi:

zz∗ = (a+ bi)(a− bi) = a2 − b2i2 = a2 + b2

La raíz cuadrada positiva de este número se llama módulo del complejo y se representa por |z|:

|z| =
√
zz∗ =

√
a2 + b2

Por ejemplo:

z = 7− 5i =⇒ |z| =
√
72 + 52 =

√
84

⋄ Cociente. La división de un complejo por un número real es muy sencilla, basta dividir por ese
número tanto la parte real como la parte imaginaria:

a+ bi

c
=

a

c
+

b

c
i

Si el divisor es un número complejo, puede reducirse al caso anterior multiplicando numerador y
denominador por el conjugado del denominador:

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

(c+ di)(c− di)
=

ac+ bd+ (bc− ad)i

c2 + d2
=

ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

Por ejemplo:

1 + 2i

−2 + 3i
=

(1 + 2i)(−2− 3i)

(−2 + 3i)(−2− 3i)
=

−2− 3i− 4i− 6i2

22 + 32
=

4− 7i

13
=

4

13
− 7

13
i

⋄ Propiedades de los complejos conjugados. De�nidas las operaciones de esta forma, el conju-
gado de un complejo tiene las siguientes propiedades:

− (z1 + z2)
∗
= z∗1 + z∗2

− (z1z2)
∗
= z∗1z

∗
2

−
(
z1
z2

)∗

=
z∗1
z∗2

6.4. Potencia y raíz cuadrada en forma binómica

La potencia de un número complejo puede calcularse mediante la fórmula del binomio de Newton:

(a+ b)m =

(
m

0

)
am +

(
m

1

)
am−1b+

(
m

2

)
am−2b2 + · · ·+

(
m

m

)
bm

Para un complejo en forma binómica, la fórmula de Newton se escribe como:

(a+ bi)m =

(
m

0

)
am +

(
m

1

)
am−1bi+

(
m

2

)
am−2b2i2 + · · ·+

(
m

m

)
bmim

Para calcular las potencias de la unidad imaginaria tenemos en cuenta lo siguiente:
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i0 = 1
i1 = i
i2 = −1
i3 = i · (−1) = −i

i4 = i · (−i) = −i2 = 1
i5 = i · 1 = i
i6 = i · i = −1
i7 = i · (−1) = −i

i8 = i · (−i) = −i2 = 1
i9 = i · 1 = i
i10 = i · i = −1
i11 = i · (−1) = −i

Puede verse que las potencias de i se repiten en el orden i, −1, −i, 1, y que cuando el exponente es
múltiplo de 4 la potencia vale 1. En general, puede escribirse:

in = inmod 4

donde n mod 4 signi�ca el resto de dividir n entre 4 (se lee n módulo 4).

Ejercicio 43. Calcular (2− 5i)3.

Solución:

Aplicando la fórmula del binomio y teniendo en cuenta que i2 = −1 e i3 = −i:

(2− 5i)3 = 23 − 3 · 22 · 5i+ 3 · 2 · 52i2 − 53i3

= 8− 60i− 150 + 125i

= −142 + 65i

♠♠♠♠

Supongamos ahora que queremos calcular la raíz cuadrada del complejo a+ bi, esto es, queremos calcular
un número complejo x+ yi que cumpla:

(x+ yi)2 = a+ bi

Desarrollando el cuadrado e igualando la parte real y la parte imaginaria de cada número resulta:

x2 − y2 − 2xyi = a+ bi =⇒

{
x2 − y2 = a

2xy = b

resolviendo el sistema se obtienen las dos raíces cuadradas. Hay que recordar que x e y son números
reales.

Más adelante veremos un método mejor para calcular las potencias y raíces de números complejos.

Ejercicio 44. Calcular la raíz cuadrada
√
21− 20i = x+ yi.

Solución:

Sea
√
21− 20i = x+ yi. Según hemos visto se cumple que

x2 − y2 = 21

2xy = −20

Despejando y en la segunda ecuación y sustituyendo en la primera:

y =
−20

2x
=

−10

x
=⇒ x2 −

100

x2
= 21 =⇒ x4 − 21x2 − 100 = 0

Resolviendo la ecuación bicuadrada se obtiene x = −5 y x = 5. Los valores correspondientes de y son 2 y −2. Por
consiguiente, las dos raíces son −5 + 2i y 5− 2i. Comprobemos, por ejemplo, el primer resultado:

(−5 + 2i)2 = 25− 20i+ 4i2 = 25− 20i− 4 = 21− 20i

♠♠♠♠

6.5. Forma polar y trigonométrica del número complejo

El a�jo de un número complejo puede determinarse, en lugar de por sus coordenadas cartesianas, por
sus coordenadas polares. Éstas son el módulo r y el argumento φ. El módulo es la distancia del a�jo del
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Figura 6.3: Módulo y argumento de un complejo

complejo al origen de coordenadas. Si conocemos la parte real a y la parte imaginaria b del complejo, el
módulo es:

r =
√
a2 + b2

El módulo de un complejo es un número real positivo. Se suele representar también escribiendo el complejo
entre barras, por ejemplo |z|, o |a+ bi|.

El argumento de un complejo es el ángulo que forma el segmento que une el origen y el a�jo del complejo
con el semieje real positivo. En realidad, un complejo tiene in�nitos argumentos que di�eren en un múltiplo
de 2π, pues si φ es un argumento también lo es φ+ 2kπ donde k es un número entero. El argumento se
relaciona con la parte real y la parte imaginaria del complejo por:

tgφ =
b

a

siempre determinando el ángulo teniendo en cuenta el cuadrante en el que se encuentra el a�jo del
complejo.

Un complejo en forma polar se escribe como rφ. Por ejemplo 2π
3
es el complejo que tiene de módulo 2 y

argumento π
3 .

Ejercicio 45. Calcular el módulo y el argumento del número complejo −1 +
√
3i.

Solución:

El módulo del complejo es:

r =
√
1 + 3 =

√
4 = 2

El a�jo del número se encuentra en el segundo cuadrante de modo que el argumento es:

tgφ =

√
3

−1
= −

√
3 =⇒ φ = π −

π

3
+ 2kπ =

2π

3
+ 2kπ (k ∈ Z)

♠♠♠♠

Si se conocen el módulo y el argumento, la parte real y la parte imaginaria se obtienen mediante

a = r cosφ

b = r senφ

de forma que el complejo a+ bi puede escribirse como

a+ bi = r cosφ+ ir senφ = r(cosφ+ i senφ)

Esta manera de escribir el complejo, sustituyendo r y φ en la última expresión, se llama forma trigono-
métrica del número complejo. Por ejemplo, un complejo en forma trigonométrica sería 3(cos π

3 + i sen π
3 ).

Este complejo tiene de módulo 3 y argumento π
3 .
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Ejercicio 46. Calcular la expresión en forma binómica del complejo de módulo 2 y argumento 225◦.

Solución:

El argumento 225◦ es igual a 5π
4

radianes. Pasando primero a la forma trigonométrica tenemos que:

2 5π
4

= 2

(
cos

5π

4
+ i sen

5π

4

)
= 2

(
−
√
2

2
− i

√
2

2

)
= −

√
2−

√
2i

♠♠♠♠

6.6. Producto y cociente en forma trigonométrica

Sean los complejos:

z1 = r1(cosφ1 + i senφ1)

z2 = r2(cosφ2 + i senφ2)

Multipliquemos los dos números:

z1z2 = r1(cosφ1 + i senφ1) · r2(cosφ2 + i senφ2)

= r1r2
[
cosφ1 cosφ2 + i cosφ1 senφ2 + i senφ1 cosφ2 + i2 senφ1 senφ2

]
= r1r2 [cosφ1 cosφ2 − senφ1 senφ2 + i(senφ1 cosφ2 + cosφ1 senφ2)]

= r1r2 [cos(φ1 + φ2) + i sen(φ1 + φ2)]

Ésta es la forma trigonométrica de un complejo de módulo r1r2 y de argumento φ1 + φ2. Llegamos
por tanto a la siguiente conclusión: para multiplicar dos complejos en forma polar o trigonométrica, se
multiplican sus módulos y se suman sus argumentos.

No es difícil imaginar que para dividir complejos se dividirán sus módulos y se restarán sus argumentos.
En efecto, dividamos en forma trigonométrica multiplicando numerador y denominador por el conjugado
del denominador:

z1
z2

=
r1(cosφ1 + i senφ1)

r2(cosφ2 + i senφ2)

=
r1(cosφ1 + i senφ1)(cosφ2 − i senφ2)

r2(cosφ2 + i senφ2)(cosφ2 − i senφ2)

=
r1(cosφ1 cosφ2 − i cosφ1 senφ2 + i senφ1 cosφ2 − i2 senφ1 senφ2)

r2(cos2 φ2 + sen2 φ2)

=
r1 [cosφ1 cosφ2 + senφ1 senφ2 + i(senφ1 cosφ2 − cosφ1 senφ2)]

r2

=
r1 [cos(φ1 − φ2) + i(senφ1 − φ2)]

r2

=
r1
r2

[cos(φ1 − φ2) + i(senφ1 − φ2)]

Como habíamos previsto resulta que el complejo cociente de otros dos, tiene como módulo el cociente de
sus módulos y como argumento la diferencia de sus argumentos,

Ejercicio 47. Calcular en forma polar el cociente:

(1 + i)3i
√
2−

√
2i

Solución:
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En primer lugar, calculamos los complejos en forma polar. Es fácil ver que:

1 + i =
√
2π

4

3i = 3π
2√

2−
√
2i = 2 7π

4

Entonces:

(1 + i)3i
√
2−

√
2i

=

√
2π

4
3π

2

2 7π
4

=

(
3
√
2

2

)
π
4
+π

2
− 7π

4

=

(
3
√
2

2

)
−π

=

(
3
√
2

2

)
π

♠♠♠♠

6.7. Potencia y raíz en forma polar

Puesto que la potencia de exponente natural no es sino un producto de factores iguales, podemos aplicar
la regla de cálculo de productos para calcular las potencias: los módulos deberán multiplicarse y los
argumantos sumarse. Puesto que al multiplicar n veces el módulo r por sí mismo se obtiene rn y al sumar
el argumento φ consigo mismo n veces se obtiene nφ se tiene que:

[r(cosφ+ i senφ)]
n
= rn (cosnφ+ i sennφ)

Si r = 1, la expresión anterior se escribe como

cosnφ+ i sennφ = (cosφ+ i senφ)n

que se conoce como fórmula de Moivre. La fórmula de Moivre permite calcular el seno y el coseno de los
ángulos doble, triple, cuádruple, etc, de un ángulo cualquiera φ a partir de senφ y cosφ.

Ejercicio 48. A partir de la fórmula de Moivre, obtener cos 3x y sen 3x.

Solución:

Desarrollando la fórmula de Moivre para n = 3 resulta:

(cos 3φ+ i sen 3φ) = (cosφ+ i senφ)3

= cos3 φ+ 3 · cos2 φ · i senφ+ 3 cosφ · i2 sen2 φ+ i3 sen3 φ

= cos3 φ+ 3i cos2 φ senφ− 3 cosφ sen2 φ− i sen3 φ

donde se ha tenido en cuenta que i2 = −1 y i3 = −i. Igualando partes reales e imaginarias resulta:

cos 3φ = cos3 φ− 3 cosφ sen2 φ

sen 3φ = 3 cos2 φ senφ− sen3 φ

♠♠♠♠

Dado que la raíz es la función inversa de la potencia, para calcular la raíz enésima de un complejo, habrá
que extraer la raíz del módulo y dividir el argumento por el índice de la raíz. Pero aquí es preciso tener
en cuenta que a un complejo le corresponden in�nitos argumentos que di�eren en un múltiplo entero de
2π de forma que

n
√

r(cosφ+ i senφ) = n
√
r

(
cos

φ+ 2kπ

n
+ i sen

φ+ 2kπ

n

)
(k ∈ Z)

Esto no quiere decir que un complejo tenga in�nitas raíces, una para cada valor de k. Para k = 0 se
obtiene la raíz

n
√
r
(
cos

φ

n
+ i sen

φ

n

)
Se obtienen raíces diferentes para k = 1, 2, 3, · · · , n− 1 pero para k = n resulta:

n
√
r

(
cos

φ+ 2nπ

n
+ i sen

φ+ 2nπ

n

)
= n

√
r
(
cos
(φ
n
+ 2π

)
+ i sen

(φ
n
+ 2π

))
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que es igual que la raíz obtenida para k = 0. De aquí deducimos que todo número complejo tiene
exactamente n raíces enésimas.

Todas las raíces de un número complejo rφ tienen el mismo módulo n
√
r. Puesto que el sentido grá�co del

módulo es la distancia al origen del a�jo del complejo, los a�jos de todas las raíces enésimas se encuentran
en la circunferencia de centro el origen y radio n

√
r. Las raíces pueden obtenerse unas de otras sumando

al argumento el ángulo 2π
n .

En general, las raíces enésimas de un número complejo cumplen:

⋄ Todas las raíces tienen el mismo módulo.

⋄ Las raíces están en progresión geométrica. La razón de la progresión es 1 2π
n

donde n es el índice
de la raíz.

⋄ La suma de todas las raíces es igual a cero.

En la �gura 6.4 pueden verse las raíces quintas del número complejo i.

Figura 6.4: Raíces quintas de un número complejo

Ejercicio 49. Calcular las raíces quintas de i.

Solución:

El número i tiene de módulo 1 y argumento π
2
. El módulo de todas las raíces será 5

√
1. La primera raíz tiene como argumento

π
2
: 5 = π

10
. Las restantes raíces pueden obtenerse de ésta sumando 2π

5
. Así obtenemos:

z1 = cos
π

10
+ i sen

π

10

z2 = cos

(
π

10
+

2π

5

)
+ i sen

(
π

10
+

2π

5

)
= cos

π

2
+ i sen

π

2

z3 = cos

(
π

2
+

2π

5

)
+ i sen

(
π

2
+

2π

5

)
= cos

9π

10
+ i sen

9π

10

z4 = cos

(
9π

10
+

2π

5

)
+ i sen

(
9π

10
+

2π

5

)
= cos

13π

10
+ i sen

13π

10

z5 = cos

(
13π

10
+

2π

5

)
+ i sen

(
13π

10
+

2π

5

)
= cos

17π

10
+ i sen

17π

10

♠♠♠♠

6.8. Forma exponencial de un número complejo

La función exponencial para números imaginarios se de�ne por la fórmula de Euler:

eix = cosx+ i senx
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Así, un número complejo z de módulo r y argumento φ, puede escribirse como:

z = reiφ

En particular, eiφ representa un complejo de módulo 1 y argumento φ.

Las reglas que hemos obtenido para las operaciones con complejos en forma polar, se deducen de forma
inmediata de las propiedades de la función exponencial:

z1z2 = r1e
iφ1 r2e

iφ2 = (r1r2) e
i(φ1+φ2)

z1
z2

=
r1e

iφ1

r2eiφ2
=

r1
r2

ei(φ1−φ2)

zn =
(
reiφ

)n
= rn einφ

n
√
z = z

1
n =

(
rei(φ+2kπ)

) 1
n

= n
√
r ei

φ+2kπ
n

6.9. Números complejos y transformaciones geométricas

Una correspondencia entre números complejos del tipo z′ = vz +w; v, w ∈ C asocia a cada complejo z
otro número complejo z′. También puede considerarse como una transformación de los puntos del plano,
de tal forma que el a�jo de z se desplaza al a�jo de z′.

La transformación más simple tiene la forma z′ = z + w. Como puede verse en la �gura 6.5, representa
una traslación de vector w.

Figura 6.5: Traslación de vector w

Hemos visto que el producto de dos complejos tiene como módulo el producto de los módulos y como
argumento la suma de los argumentos. Por ello, si se multiplica un complejo z por otro de módulo 1
y argumento φ, es decir, si se multiplica por eiφ, el módulo no cambia y el argumento aumenta en φ
unidades (�gura 6.6). Por consiguiente, la transformación z′ = eiφz se puede interpretar geométricamente
como un giro de ángulo φ alrededor del origen.

Si la rotación se produce alrededor del a�jo de un complejo c, el resultado z′ considerado como un vector,
es la suma del vector c y del vector z − c girado un ángulo φ. Esta transformación se expresa mediante:

z′ = c+ (z − c)eiφ

En general, la transformación z′ = eiφz+w representa un giro de ángulo φ. Si queremos calcular el centro
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de giro, buscamos el punto que queda invariante en la transformación igualando z′ = z = c:

c = eiφc+ w =⇒ c(1− eiφ) = w =⇒ c =
w

1− eiφ

Figura 6.6: Rotación alrededor del origen o de un punto cualquiera

Una homotecia de centro c y razón k ∈ R es una transformación que hace corresponder a un punto z otro
punto z′ que cumple (ver �gura 6.7):

⋄ El punto z′ se encuentra en la recta cz.

⋄ La razón de las distancias de los dos puntos a c es k: cz′ = k · cz.

Figura 6.7: Homotecia de centro c

La homotecia de centro c y razón k ∈ R se puede representar por la ecuación:

z′ − c = k(z − c) =⇒ z′ = c+ k(z − c)

Podemos decir que una transformación del tipo z′ = kz + w; k ∈ R, k ̸= 1 representa una homo-
tecia de razón k. El centro de la homotecia podemos encontrarlo calculando el punto invariante de la
transformación, es decir, haciendo z′ = z = c:

c = kc+ w =⇒ c(1− k) = w =⇒ c =
w

1− k

En general, la transformación z′ = vz + w:
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⋄ Si v = 1 es una traslación de vector w.

⋄ Si v = eiφ, es un giro de ángulo φ alrededor del punto c =
w

1− eiφ
.

⋄ Si v = k es real y k ̸= 1 es una homotecia de razón k de centro c =
w

1− k
.

⋄ En los demás casos es el producto de un giro de ángulo φ = arg v y de una homotecia de razón

k = |v|. El centro en ambos casos es c =
w

1− v
.

Ejercicio 50. En una circunferencia de centro C(5, 2) se inscribe un cuadrado. Si uno de sus vértices es el punto
P1(−2− 1), calcular los restantes.

Solución:

Sea c = 5+2i el complejo que tiene como a�jo el centro de la circunferencia y z1 = −2− i el que tiene como a�jo el vértice
conocido. Los demás vértices pueden obtenerse girando z1 alrededor de c múltiplos de π

2
:

z2 = c+ (z1 − c) ei
π
2

= 5 + 2i+ (−7− 3i)(cos
π

2
+ i sen

π

2
)

= 5 + 2i− 7i+ 3

= 8− 5i

y de forma similar:

z3 = c+ (z1 − c) ei
2π
2 = 12 + 5i

z4 = c+ (z1 − c) ei
3π
2 = 2 + 9i

Los vértices son P2(8,−5), P3(12, 5) y P4(2, 9).

♠♠♠♠

6.10. Problemas

1. Given that
z

z + 2
= 2− i, z ∈ C

�nd z in the form a+ ib.

2. (a) Write down the expansion of (cos θ + i sin θ)3 in the form a+ ib, where a and b are in terms of sin θ and cos θ.

(b) Hence show that cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ.

(c) Similarly show that cos 5θ = 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ.

(d) Hence solve the equation cos 5θ + cos 3θ + cos θ = 0, where θ ∈
[
−π

2
, π
2

]
.

(e) By considering the solutions of the equation cos 5θ = 0, show that

cos
π

10
=

√
5 +

√
5

8

and state the value of cos 7π
10
.

(6 puntos) The complex numbers z1 = 2− 2i and z2 = 1−
√
3i are represented by the points A and B respectively

on an Argand diagram. Given that O is the origin,

(a) �nd AB, giving your answer in the form a
√

b−
√
3, where a, b ∈ Z;

(b) ÂOB in terms of π.

3. (a) Factorize z3 + 1 into a linear and quadratic factor.

(b) Let

γ =
1 + i

√
3

2
.

(i) Show that γ is one of the cube roots of −1.
(ii) Show that γ2 = γ − 1.
(iii) Hence �nd the value of (1− γ)6.
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(c) The matrix A is de�ned by

A =

(
γ 1

0 1
γ

)

Show that A2 −A+ I = 0, where 0 is the zero matrix.

(d) Deduce that

(i) A3 = −I;
(ii) A−1 = I −A.

4. If z1 = a + a
√
3i and z2 = 1 − i, where a is a real constant, express z1 and z2 in the form rcisθ, and hence �nd an

expression for

(
z1

z2

)6

in terms of a and i.

5. Given that z is the complex number x+ iy and that |z|+ z = 6− 2i, �nd the value of x and the value of y.

6. Sabiendo que (4− 5i)m+ 4n = 16 + 15i, donde i2 = −1, halle m y n si

(a) m y n son números reales;

(b) m y n son números complejos conjugados.

7. (I) (a) Sabiendo que (x+ iy)2 = −5 + 12i, x, y ∈ R. Compruebe que:
(i) x2 − y2 = −5;
(ii) xy = 6

(b) A partir de lo anterior, halle las dos raíces cuadradas de −5 + 12i.
(c) Compruebe que para todo número complejo z, (z∗)2 = (z2)∗.
(d) A partir de lo anterior, escriba las dos raíces cuadradas de −5− 12i.

(II) La grá�ca de una función polinómica f de grado 4 se muestra a continuación.

(a) Explique por qué, de las cuatro raíces de la ecuación f(x) = 0, dos son reales y dos son complejas.
(b) La curva pasa por el punto (−1,−18). Halle f(x) de la forma

f(x) = (x− a)(x− b)(x2 + cx+ d)

donde a, b, c, d ∈ Z.
(c) Halle las dos raíces complejas de la ecuación f(x) = 0, expresándolas en forma cartesiana.
(d) Dibuje con precisión las cuatro raíces sobre el plano complejo (el plano de Argand).
(e) Exprese cada una de las cuatro raíces de la ecuación de la forma reiθ.

8. (a) If w = 2 + 2i, �nd the modulus and argument of w.

(b) Given z = cos
5π

6
+ i sin

5π

6
, �nd in its simplest form w4z6.

9. Given the complex numbers z1 = 1 + 3i and z2 = −1− i.

(a) Write down the exact values of |z1| and arg(z2).

(b) Find the minimum value of |z1 + αz2|, where α ∈ R.
10. (a) (i) Express each of the complex numbers z1 =

√
3 + i, z2 = −

√
3 + i and z3 = −2i in modulus-argument

form.
(ii) Hence show that the points in the complex plane representing z1, z2 and z3 form the vertices of an

equilateral triangle.
(iii) Show that z3n1 + z3n2 = 2z3n3 where n ∈ N

(b) (i) State the solutions of the equation z7 = 1 for z ∈ C, giving them in modulus-argument form.
(ii) If w is the solution to z7 = 1 with least positive argument, determine the argument of 1+w. Express your

answer in terms of π.

(iii) Show that z2−2z cos

(
2π

7

)
+1 is a factor of the polynomial z7−1. State the two other quadratic factors

with real coe�cients.

11. One root of the equation x2 + ax+ b = 0 is 2 + 3i where a, b ∈ R. Find the value of a and the value of b.
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12. Considere los números complejos u = 2 + 3i y v = 3 + 2i.

(a) Sabiendo que

1

u
+

1

v
=

10

w

exprese w de la forma a+ bi, a, b ∈ R.
(b) Halle w∗ y expréselo de la forma reiθ.

13. Considere z = r (cos θ + i sen θ), z ∈ C
(a) Utilice la inducción matemática para demostrar que zn = rn (cosnθ + i sennθ), n ∈ Z+.

(b) Sabiendo que u = 1 +
√
3i y v = 1− i,

(i) exprese u y v en forma módulo-argumental;
(ii) a partir de lo anterior, halle u3v4.
(iii) Los números complejos u y v se representan en un diagrama de Argand mediante el punto A y el punto

B, respectivamente. Sitúe el punto A y el punto B en el diagrama de Argand.
(iv) El punto A se rota π

2
en sentido contrario al de las agujas del reloj alrededor del origen O, convirtiéndose

en el punto A′. El punto B se rota en el sentido de las agujas del reloj π
2
alrededor de O, convirtiéndose

en el punto B′. Halle el área del triángulo OA′B′.
(v) Sabiendo que u y v son raíces de la ecuación z4 + bz3 + cz2 + dz + e = 0, donde b, c, d, e ∈ R halle los

valores de b, c, d y e.

14. (a) Halle tres raíces distintas de la ecuación 8z3 + 27 = 0, z ∈ C, en forma módulo-argumental.

(b) Las raíces se representan mediante los vértices de un triángulo en un diagrama de Argand. Muestre que el área

del triángulo es igual a 27
√
3

16
.

15. (a) Resuelva la ecuación z3 = 8i, z ∈ C y dé las respuestas en la forma z = r(cos θ+i sen θ) y en la forma z = a+bi,
donde a, b ∈ R.

(b) Considere los números complejos z1 = 1 + i y z2 = 2
(
cos π

6
+ i sen π

6

)
.

(i) Escriba z1 en la forma r(cos θ + i sen θ).
(ii) Calcule z1z2 y escriba el resultado en la forma z = a+ bi, donde a, b ∈ R.
(iii) A partir de lo anterior, halle el valor de tg 5π

12
en la forma c+ d

√
3, donde c, d ∈ Z.

(iv) Halle el menor valor p > 0 para el que (z2)p es un número real positivo.

16. Sea w = cos 2π
7

+ i sen 2π
7
.

(a) Veri�que que w es una raíz de la ecuación z7 − 1 = 0.

(b) (i) Desarrolle (w − 1)(1 + w + w2 + w3 + w4 + w5 + w6).

(ii) A partir de lo anterior deduzca que 1 + w + w2 + w3 ++w4 + w5 + w6 = 0.

(c) Escriba las raíces de la ecuación z7 − 1 = 0, z ∈ C en función de w y sitúe estas raíces en un diagrama de
Argand.

Considere la ecuación cuadrática z2 + bz+ c = 0, donde b, c ∈ R, z ∈ C. Las raíces de esta ecuación son α y α∗ donde
α∗ es el número complejo conjugado de α.

(d) (i) Sabiendo que α = w + w2 + w4, muestre que α∗ = w6 + w5 + w3.

(ii) Halle el valor de b y el valor de c.

(e) Utilizando los valores de b y de c que ha obtenido en el apartado (d)(II), halle la parte imaginaria de α en
forma de radical irracional.
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Tema 7

Sucesiones

7.1. Sucesión.

Una sucesión es un conjunto in�nito de números ordenados de tal forma que se puede decir cuál es el
primero, cuál el segundo, el tercero, etc.

Los términos de una sucesión se designan mediante a1, a2, a3, · · · , en donde el subíndice indica el puesto
que ocupa cada término. Un elemento genérico de la sucesión o término general se representa por an.

En una sucesión, al número natural 1 le corresponde el término a1 de la sucesión, al número natural
2, le corresponde el término a2, etc. Por esta razón, una sucesión puede de�nirse también como una
correspondencia entre los números naturales y los números reales.

Cuando queremos determinar una sucesión particular, podemos hacerlo de dos maneras:

⋄ Mediante una fórmula para el término general. Por ejemplo

an =
n+ 1

n

Sustituyendo n por 1, 2, 3, . . ., obtenemos la sucesión 2,
3

2
,
4

3
,
5

4
, . . ..

⋄ Mediante una regla de recurrencia, es decir, indicando cómo puede obtenerse cada término a partir
de los anteriores. Por ejemplo:

a1 = 5, an = an−1 + 3

Esto indica que el primer término de la sucesión es 5 y que cada término se obtiene sumando 3 al
anterior. esto nos permite construir la sucesión 5, 8, 11, 14, · · · .

Una sucesión es creciente si cada término es mayor o igual que el anterior. Si cada término es menor
o igual que el anterior, la sucesión es decreciente. Si una sucesión es creciente o decreciente se llama
monótona.

an creciente ⇐⇒ an+1 ≥ an

an decreciente ⇐⇒ an+1 ≤ an

7.2. Límite de una sucesión.

Un entorno simétrico de centro a y radio r es el intervalo abierto (a − r , a + r). El número a es el
centro y el número r es el radio del entorno ( �gura 7.1).

93
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Figura 7.1: Entorno simétrico de un punto

Un número x perteneciente al entorno cumple que a − r < x < a + r. Estas dos desigualdades pueden
expresarse como:

|x− a| < r

El valor absoluto de la diferencia x − a es la distancia entre los puntos a y x. Así pues, la desigualdad
anterior expresa la condición de que la distancia de los puntos del entorno al centro es menor que el radio.

Algunas sucesiones tienen la propiedad de que sus términos se van aproximando a un número que se
llama el límite de la sucesión, de tal forma que la diferencia entre el límite y los términos del sucesión
se hace muy pequeña. Por ejemplo, es fácil ver que los términos de la sucesión:

1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, · · ·

son cada vez más próximos a 1. Se dice que el límite es 1 o que la sucesión tiende a 1.

La idea de que los términos de la sucesión se aproximan a un límite se expresa matemáticamente de la
siguiente forma: diremos que la sucesión an tiene por límite l y escribiremos:

ĺım
n→∞

an = l

Cuando cualquier entorno de centro l y radio ε (por pequeño que sea) contiene un número in�nito de
términos de la sucesión y fuera queden un número �nito de ellos (�gura 7.2).

Figura 7.2: Límite de una sucesión

También puede decirse que, dado cualquier número ε, se cumple que. a partir de un término aN todos
los siguientes cumplen que |an − l| < ε.

Cuando los términos de la sucesión se hacen muy grandes, es decir, cuando dado cualquier número M ,
los términos de la sucesión acaban siendo mayores que M , se dice que la sucesión tiende a in�nito o que
el límite de la sucesión es in�nito:

ĺım
n→∞

an = ∞

De forma más precisa, diremos que el límite de la sucesión an es in�nito, si dado cualquier número M
(tan grande como queramos) hay in�nitos términos de la sucesión mayores que M y un número �nito de
ellos que son menores que M (�gura 7.3).

También puede decirse que el límite de la sucesión an es in�nito, si dado cualquier número M , a partir
de un cierto término aN , todos los términos de la sucesión son mayores que M .

De forma similar puede de�nirse el límite −∞. Las sucesiones que tienen límite �nito se llaman conver-
gentes y las que tienen límite in�nito o menos in�nito se llaman divergentes.
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Figura 7.3: Límite infinito

7.3. Cálculo de límites.

Un modo de calcular el límite de una sucesión sería sustituir en la expresión del término general n por un
número muy grande. El resultado debería ser un número próximo al límite. Por ejemplo, si en la sucesión
de término general:

an =
3n+ 1

n2

sustituimos n por 1000 obtenemos

a1000 =
3001

1000000
= 0,003001

lo que nos hace pensar que el límite debe ser cero. A partir de la de�nición de límite podríamos demostrar
que efectivamente el límite es cero.

En general, para calcular el límite sustituiremos n por∞ en la expresión del término general y aplicaremos
las siguientes reglas:

⋄ Suma y diferencia. Para todo número a se veri�ca que:

∞± a = ∞ ; ∞+∞ = ∞

⋄ Producto. Si k es un número distinto de cero:

k · ∞ = ∞ ; ∞ ·∞ = ∞

El signo del in�nito resultante depende de los signos de los factores.

⋄ Cocientes. Para todo número k:

k

∞
= 0 ;

∞
k

= ∞ ;
k

0
= ∞

En esta última regla, debe entenderse que el denominador no es exactamente cero sino una sucesión
que tiende a cero y que el numerador k es distinto de cero.

⋄ Potencias. Si el exponente tiende a in�nito tenemos que:

r∞ =

{
∞ si r > 1

0 si 0 ≤ r < 1

y si la base tiene a in�nito:

∞k =

{
∞ si k > 0

0 si k < 0

Con ayuda de estas reglas, podemos calcular muchos límites como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 51. Calcular los siguientes límites:

� ĺım
n→∞

3n− 5 = 3 · ∞ − 5 = ∞− 5 = ∞
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� ĺım
n→∞

5n+ 1

3
=

5 · ∞+ 1

3
=

∞+ 1

3
=

∞
3

= ∞

� ĺım
n→∞

3

n2 + 1
=

3

∞2 + 1
=

3

∞+ 1
=

3

∞
= 0

� ĺım
n→∞

(
2−

3

n

)n

=

(
2−

3

∞

)∞
= (2− 0)∞ = 2∞ = ∞

� ĺım
n→∞

51−n = 51−∞ = 5−∞ =
1

5∞
=

1

∞
= 0

♠♠♠♠

Cuando no pueden aplicarse las reglas generales se habla de casos de indeterminación. Hay 7 casos
de indeterminación:

⋄ Diferencia de in�nitos:

∞−∞

⋄ Producto de cero por in�nito:

0 · ∞

⋄ Cociente de in�nitos y de ceros:

∞
∞

;
0

0

⋄ Indeterminaciones con potencias:

1∞ ; ∞0 ; 00

No hay una regla general para el cálculo de estos límites. La técnica a aplicar depende de las funciones
que aparezcan en la expresión del término general.

En el caso de que el término general esté de�nido por una expresión polinómica, la indeterminación
que se presenta es del tipo ∞ − ∞ y se resuelve teniendo en cuenta que el término de mayor grado es
in�nitamente mayor que los términos de grado inferior que, por consiguiente, se pueden ignorar, como
vemos en los siguientes ejemplos.

Ejercicio 52. Calcular los siguientes límites:

� ĺım
n→∞

(n2 − 3n+ 1) = ĺım
n→∞

n2 = ∞2 = ∞

� ĺım
n→∞

(5n2 − n3) = ĺım
n→∞

(−n3) = −∞

Podemos ver que el límite de una expresión polinómica es +∞ o −∞ según que el término de mayor grado tenga coe�ciente
positivo o negativo.

♠♠♠♠

Si el término general está dado por una función racional, es decir, por un cociente de polinomios en n, se
presenta una indeterminación del tipo ∞

∞ . En este caso, se puede aplicar la técnica anterior al numerador
y al denominador.

Ejercicio 53. Calcular los siguientes límites:

� ĺım
n→∞

3n2 − 5n+ 6

2n3 − 1
= ĺım

n→∞

3n2

2n3
= ĺım

n→∞

3

2n
=

3

∞
= 0

� ĺım
n→∞

5n4 − 2n+ 1

2n2 + 4n+ 3
= ĺım

n→∞

5n4

2n2
= ĺım

n→∞

5n2

2
=

∞
2

= ∞

� ĺım
n→∞

3n2 − n+ 6

n2 + 5n− 3
= ĺım

n→∞

3n2

n2
= 3
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♠♠♠♠

En consecuencia, si el término general de la sucesión viene dado por una función racional:

⋄ El límite es 0 si el denominador es de mayor grado que el numerador.

⋄ Es ∞ si el numerador es de mayor grado que el denominador.

⋄ Es igual al cociente de los coe�cientes de los términos de mayor grado si el numerador y el deno-
minador son del mismo grado.

7.4. El número e.

Se llama así al límite de la siguiente sucesión:

e = ĺım
n→∞

(
1 +

1

n

)n

Como se ve se trata de un límite indeterminado del tipo 1∞. El límite de esta sucesión no es in�nito, pues
puede demostrarse fácilmente (sabiendo un poco de combinatoria) que todos sus términos son menores
que 3. Se ha demostrado que e es un número irracional cuyas primeras cifras son:

e = 2, 718 281 828 459 045 235 36 . . .

Con ayuda del número e pueden calcularse muchos límites indeterminados del tipo 1∞. En particular, es
fácil ver que si a, b, k son números cualesquiera:

ĺım
n→∞

(
1 +

1

n+ a

)n+b

= e

ĺım
n→∞

(
1 +

1

n

)kn

= ek

ĺım
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek

Ejercicio 54. Demostrar ĺım
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek

Solución:

ĺım
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ĺım
n→∞

(
1 +

1
n
k

)n

= ĺım
n→∞

(
1 +

1
n
k

)n
k
·k

= ĺım
n→∞

(1 +
1
n
k

)n
k

k

= ek

♠♠♠♠

7.5. Progresiones aritméticas y geométricas

Una progresión aritmética es una sucesión de números en la que cada término es igual al anterior más
un número constante que se llama diferencia de la progresión:

an = an−1 + d
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De la de�nición se deduce que:

a2 = a1 + d

a3 = a2 + d = a1 + 2d

a4 = a3 + d = a1 + 3d

a5 = a4 + d = a1 + 4d

· · · · · ·

En general se cumple que:

an = a1 + (n− 1) · d

Aplicando la fórmula anterior a dos términos de la progresión se obtiene:

am = a1 + d · (m− 1)

an = a1 + d · (n− 1)

Restando las dos igualdades resulta:

am = an + d · (m− n)

fórmula que permite obtener cualquier término de la sucesión a partir de otro término y de la diferencia.

La suma de los n primeros términos de una progresión aritmética es:

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

Agrupando los sumandos el primero con el último, el segundo con el penúltimo, etc:

Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + · · ·

Todos los paréntesis son iguales y hay n
2 paréntesis. Por consiguiente:

Sn =
(a1 + an) · n

2

Una progresión geométrica es una sucesión de números en que cada uno de ellos es igual al anterior
multiplicado por un número constante llamado razón de la progresión:

an+1 = an · r

Razonando de forma similar a como se hizo con las progresiones aritméticas resulta:

an = a1 · rn−1

Aplicando esta fórmula a dos términos:

am = a1 · rm−1

an = a1 · rn−1

Dividiendo miembro a miembro se obtiene:

am = an · rm−n

Si en la expresión:

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
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multiplicamos por r y restamos, resulta:

Sn = a1 + a2 + a3 + · · · + an

Snr = a1r + a2r + · · · + an−1r + anr

Sn − Snr = a1 − anr

De aquí se obtiene la fórmula para la suma:

Sn =
a1 − anr

1− r

Si la razón de la progresión está comprendida entre −1 y 1, el término an tiende a cero cuando n tiende
a in�nito. En este caso existe el límite de Sn:

S = ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

a1 − anr

1− r
=

a1
1− r

Por consiguiente, para estas progresiones podemos escribir:

S∞ =
a1

1− r
− 1 < r < 1

7.6. Problemas

1. A geometric sequence u1, u2, u3, . . . has u1 = 27 and a sum to in�nity of 81
2
.

(a) Find the common ratio of the geometric sequence.

(b) An arithmetic sequence v1, v2, v3, . . . is such that v2 = u2 and v4 = u4. Find the greatest value of N such that

N∑
n=1

vn > 0

2. An arithmetic sequence has �rst term a and common di�erence d, d 6= 0. The 3rd, 4th and 7th terms of the arithmetic
sequence are the �rst three terms of a geometric sequence.

(a) Show that a = − 3
2
d.

(b) Show that the 4th term of the geometric sequence is the 16th term of the arithmetic sequence.

3. In the arithmetic series with nth term un, it is given that u4 = 7 and u9 = 22. Find the minimum value of n so that
u1 + u2 + u3 + . . .+ un > 10000.

4. Find the value of k if
∞∑
r=1

k

(
1

3

)r

= 7

5. La suma de los 16 primeros términos de una progresión aritmética es 212, y el quinto término es 8.

(a) Halle el primer término y la diferencia común.

(b) Halle el menor valor de n para el cual la suma de los n primeros términos es mayor que 600.

6. Cada vez que una pelota bota, alcanza un 95% de la altura lograda en el bote anterior. Inicialmente la pelota se deja
caer desde una altura de 4 metros.

(a) ¾Qué altura alcanza la pelota después del cuarto bote?

(b) ¾Cuántas veces bota la pelota antes de que ya no alcance una altura de 1 metro?

(c) ¾Cuál es la distancia total que recorre la pelota?

7. The �rst terms of an arithmetic sequence are

1

log2 x
,

1

log8 x
,

1

log32 x
,

1

log128 x
. . .

Find x if the sum of the �rst 20 terms of the sequence is equal to 100.

8. A geometric sequence has �rst term a, common ratio r and sum to in�nity 76. A second geometric sequence has �rst
term a, common ratio r3 and sum to in�nity 36. Find r.

9. The arithmetic sequence {un : n ∈ Z+} has �rst term u1 = 1,6 and common di�erence d = 1,5. The geometric
sequence {vn : n ∈ Z+} has �rst term v1 = 3 and common ratio r = 1,2.

(a) Find an expression for un − vn in terms of n.

(b) Determine the set of values of n for which un > vn.

(c) Determine the greatest value of un − vn . Give your answer correct to four signi�cant �gures.
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10. (a) (i) Express the sum of the �rst n positive odd integers using sigma notation.
(ii) Show that the sum stated above is n2.
(iii) Deduce the value of the di�erence between the sum of the �rst 47 positive odd integers and the sum of

the �rst 14 positive odd integers.

(b) A number of distinct points are marked on the circumference of a circle, forming a polygon. Diagonals are
drawn by joining all pairs of non-adjacent points.

(i) Show on a diagram all diagonals if there are 5 points.

(ii) Show that the number of diagonals is n(n−3)
2

if there are n points, where n > 2.
(iii) Given that there are more than one million diagonals, determine the least number of points for which this

is possible.

11. A geometric sequence {un}, with complex terms, is de�ned by un+1 = (1 + i)un and u1 = 3.

(a) Find the fourth term of the sequence, giving your answer in the form x+ yi, x, y ∈ R.
(b) Find the sum of the �rst 20 terms of {un}, giving your answer in the form a× (1+2m) where a ∈ C and m ∈ Z

are to be determined.

A second sequence {vn} is de�ned by vn = unun+k, k ∈ N.
(c) (i) Show that {vn} is a geometric sequence.

(ii) State the �rst term.
(iii) Show that the common ratio is independent of k.

A third sequence {wn} is de�ned by wn = |un − un+1|.
(d) (i) Show that {wn} is a geometric sequence.

(ii) State the geometrical signi�cance of this result with reference to points on the complex plane.

12. Los tres primeros términos de una progresión geométrica son senx, sen 2x y 4 senx cos2 x, −π
2
< x < π

2
.

(a) Halle la razón común r.

(b) Halle el conjunto de valores de x para los cuales la serie geométrica senx + sen 2x + 4 senx cos 2x + . . . es
convergente.

(c) Considere

x = arcos
1

4
, x > 0

Muestre que la suma de los in�nitos términos de esta serie es igual a
√
15
2

.

13. (a) (i) Halle la suma de todos los números enteros comprendidos entre 10 y 200 que son divisibles entre 7.
(ii) Exprese la suma anterior utilizando notación de sumatoria.

(b) En una progresión aritmética, el primer término es 1000 y la diferencia común es −6. La suma de los n primeros
términos de esta progresión es negativa. Halle el menor valor de n.

14. La ecuación cúbica x3 + px2 + qx+ c = 0, tiene por raíces α, β y γ. Desarrollando (x−α)(x−β)(x− γ) muestre que:

(a) (i) p = −(α+ β + γ).

(ii) q = αβ + βγ + γα.

(iii) c = −αβγ.

Ahora se sabe que p = −6 y q = 18 para los apartados (b) y (c).

(b) (i) En el caso de que las tres raíces formen una progresión aritmética, muestre que una de las raíces es 2.

(ii) A partir de lo anterior, determine el valor de c.

(c) En otro caso, las tres raíces α, β y γ forman una progresión geométrica. Determine el valor de c.

15. Considere el desarrollo de (1 + x)n en potencias ascendentes de x, donde n ≥ 3.

(a) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo.

Los coe�cientes de los términos segundo, tercero y cuarto del desarrollo son términos consecutivos de una progresión
aritmética.

(b) (i) Muestre que n3 − 9n2 + 14n = 0.

(ii) A partir de lo anterior, halle el valor de n.

16. La suma del segundo y el tercer término de una progresión geométrica es igual a 96. La suma de los in�nitos términos
de esta progresión es igual a 500. Halle los valores posibles de la razón común r.
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Tema 8

Funciones

8.1. De�niciones.

Una función f es una correspondencia que asocia a cada número real x (variable independiente) un
único número real f(x) (variable dependiente). La representación grá�ca de la función f es la curva
de ecuación y = f(x) formada por los puntos de coordenadas (x, f(x)).

El dominio o dominio de de�nición de una función es el conjunto de valores que puede tomar la variable
independiente x. El recorrido es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente f(x).

Una función como cos2 x puede considerarse como la aplicación sucesiva a la variable independiente x de
la función f(x) = cosx y de la función g(x) = x2. Esta operación consistente en aplicar sucesivamente
dos funciones se llama composición de funciones y se representa por g ◦ f :

g ◦ f(x) = g[f(x)]

En general, la composición de funciones no es conmutativa. Por ejemplo, es diferente cos2 x que cos(x2).

Dos funciones f y f−1 son inversas una de la otra si

f(x) = y =⇒ x = f−1(y) o bien f ◦ f−1(x) = x

Son funciones inversas el cuadrado y la raíz cuadrada, el logaritmo y la exponencial o el arcoseno y el
seno puesto que:

√
x2 = (

√
x)2 = x ; ln ex = eln x = x ; sen( arsenx) = arsen (senx) = x

La función inversa sirve para despejar el argumento de una función. Por ejemplo:

x2 = y =⇒ x =
√
y

lnx = y =⇒ x = ey

ex = y =⇒ x = ln y

cosx = y =⇒ x = arcos y

La función f(x) es creciente en un intervalo si para puntos x1, x2 en ese intervalo:

x1 > x2 =⇒ f(x1) > f(x2)

De forma similar, f(x) es decreciente en un intervalo si para puntos x1, x2 en ese intervalo:

x1 > x2 =⇒ f(x1) < f(x2)

101
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102 TEMA 8. FUNCIONES

Figura 8.1: Intervalos de crecimiento y decrecimiento

La función f(x) tiene un máximo relativo en el punto x0 si en ese punto toma un valor mayor que en
los puntos próximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

Una función f(x) tiene un mínimo relativo en el punto x0 si en ese punto toma un valor menor que en
los puntos próximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

También podemos clasi�car los puntos de la grá�ca de una función según que la tangente quede por
encima o por debajo de la curva. Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que
la función es convexa en ese punto y si queda por debajo diremos que la función es cóncava. Los puntos
en que la función cambia de cóncava a convexa o de convexa a cóncava se llaman puntos de in�exión

de la curva. En estos puntos, la tangente atraviesa la curva.

Figura 8.2: Intervalos de concavidad y convexidad

Una función es par o simétrica respecto al eje de ordenadas si cumple que f(−x) = f(x). Las
funciones polinómicas que tienen solamente potencias pares son simétricas respecto al eje de ordenadas.

Una función es impar o simétrica respecto al origen si cumple que f(−x) = −f(x). Las funciones
polinómicas que tienen solamente potencias impares son simétricas respecto al origen.

Una función periódica de período T es aquella cuyos valores se repiten a intervalos de longitud T , es
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8.2. FUNCIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO. 103

decir que:

f(x+ T ) = f(x)

Figura 8.3: Función periódica

8.2. Funciones de primer y segundo grado.

Como vimos anteriormente, la representación grá�ca de las funciones polinómicas de primer grado

f(x) = mx+ b

es una línea recta de pendiente m y cuya ordenada en el origen es b.

La representación grá�ca de la función polinómica de segundo grado o función cuadrática

f(x) = ax2 + bx+ c

es una parábola. La parábola presenta un mínimo o un máximo según que el coe�ciente de x2 sea positivo
o negativo. El máximo o mínimo de la función es el vértice de la parábola.

Figura 8.4: Función cuadrática

Las intersecciones de la parábola con los ejes se obtienen resolviendo el sistema formado por la ecuación
de la parábola y la ecuación de los ejes.

OX :

{
y = ax2 + bx+ c = 0

y = 0
OY :

{
y = ax2 + bx+ c = 0

x = 0
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104 TEMA 8. FUNCIONES

Las coordenadas del vértice se calculan de la siguiente forma: la abscisa del vértice es el punto medio
de las intersecciones (si existen) con el eje OX. Una vez calculada la abscisa, se obtiene la ordenada
sustituyendo en la ecuación de la parábola:

x0 = − b

2a
; y0 = ax2

0 + bx0 + c

Ejercicio 55. Representar grá�camente la función y = x2 − 5x− 14.

Solución:

El punto de intersección con el eje de ordenadas es la solución del sistema:

{
y = x2 − 5x− 14

x = 0
=⇒ A(0,−14)

Los (posibles) puntos de intersección con el eje de abscisas se obtienen del sistema:

{
y = x2 − 5x− 14

y = 0
=⇒ x =

5±
√
25 + 56

2
=

5± 9

2

Hay dos puntos de intersección de abscisas −2 y 7. Los puntos son entonces B1(−2, 0) y B2(7, 0)

El vértice tiene como coordenadas

x0 =
5

2
; y0 =

25

4
− 5 ·

5

2
− 14 = −

81

4

Con estos datos, la representación grá�ca sería:

♠♠♠♠

Ejercicio 56. Representar grá�camente la función y = 4x− x2.

Solución:

Procediendo de forma similar al problema anterior resulta que la intersección con el eje OY es el punto (0, 0), las intersec-
ciones con el eje OX están en (0, 0) y (4, 0) y el vértice en (2, 4).

La representación grá�ca es:
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8.3. FUNCIÓN DE PROPORCIONALIDAD INVERSA. 105

Obsérvese que, puesto que el coe�ciente de x2 es negativo, la función presenta un máximo al contrario de lo que ocurría en
el ejemplo anterior.

♠♠♠♠

8.3. Función de proporcionalidad inversa.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si su producto es constante. Las funciones de�nidas
mediante ecuaciones del tipo:

y =
k

cx+ d
ó y =

ax+ b

cx+ d

se llaman funciones de proporcionalidad inversa y la curva correspondiente es una hipérbola. Esta
curva puede dibujarse calculando sus intersecciones con los ejes:

y =
ax+ b

cx+ d

y = 0


y =

ax+ b

cx+ d

x = 0

y sus asíntotas. Más adelante se verá cómo se pueden obtener las asíntotas de cualquier curva. Para la
función de proporcionalidad inversa la asíntota vertical se obtiene igualando a cero el denominador y la
asíntota horizontal dividiendo los coe�cientes de x:

asíntota horizontal: y =
a

c
asíntota vertical: x =

−d

c

Conocidas las asíntotas x = x0 e y = y0, la ecuación de la hipérbola puede escribirse en la forma:

(x− x0)(y − y0) = k

donde se pone de mani�esto que las magnitudes inversamente proporcionales son x− x0 e y − y0.

Ejercicio 57. Representar grá�camente la función:

y =
2x− 5

x− 3

Solución:

La asíntota vertical es x− 3 = 0, es decir, x = 3.

La asíntota horizontal es y = 2 (y igual al cociente de los coe�cientes de x).

Calculamos las intersecciones con los ejes. El punto de intersección con el eje de abscisas es:y =
2x− 5

x− 3

y = 0

=⇒ A

(
5

2
, 0

)
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106 TEMA 8. FUNCIONES

Figura 8.5: Función de proporcionalidad inversa

y el punto de intersección con el eje de ordenadas:y =
2x− 5

x− 3

x = 0

=⇒ B

(
0,

5

3

)
Con estos datos, la grá�ca de la función es la siguiente:

♠♠♠♠

8.4. Funciones exponenciales y logarítmicas.

Las funciones de�nidas por y = ax donde a es un número positivo cualquiera se llaman funciones

exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la función puede escribirse en la base e, es decir como
y = ekx con k = ln a positivo o negativo según que a sea mayor o menor que 1. Como características más
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:

⋄ Sea cual sea el valor de x, ekx es positivo.

⋄ El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asíntota horizontal de y = ekx en −∞ o +∞ según
sea k positivo o negativo.

⋄ La curva y = ekx no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1).

Se llaman funciones logarítmicas las de�nidas por f(x) = loga x. Con ayuda de la fórmula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier función logarítmica puede expresarse como y = k · lnx, donde lnx es el
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8.5. FUNCIONES CIRCULARES. 107

Figura 8.6: Funciones exponenciales y logarítmicas

logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones
citaremos:

⋄ Las funciones logarítmicas solo existen para x positivo.

⋄ La recta x = 0 (el eje de ordenadas) es asíntota vertical de y = k · lnx.

⋄ La curva y = k · lnx no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1, 0).

8.5. Funciones circulares.

Las funciones y = senx, y = cosx e y = tg x así como sus recíprocas cosecante, secante y cotangente,
tienen la particularidad de que son periódicas, es decir toman valores iguales cada 2π radianes.

Como se ve (�gura 8.7), las grá�cas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en π
2 . La

función tangente tiene asíntotas x = ±(2k + 1)π2 para k = 0, 1, 2, . . ..

Figura 8.7: Funciones circulares

Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se de�nen
de la siguiente manera:

⋄ arsen x es el ángulo (en radianes) comprendido entre −π
2 y π

2 cuyo seno vale x.

⋄ arcos x es el ángulo comprendido entre 0 y π cuyo coseno vale x.

⋄ artg x es el ángulo comprendido entre −π
2 y π

2 cuya tangente vale x.
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108 TEMA 8. FUNCIONES

8.6. Transformación de funciones

Sea la función de�nida por y = f(x).

⋄ Traslaciones.

La grá�ca de y = f(x − x0) se obtiene trasladando la grá�ca de y = f(x) hacia la derecha x0

unidades.
La grá�ca de y = y0+ f(x) se obtiene trasladando la grá�ca de y = f(x) hacia arriba y0 unidades.

⋄ Simetrías.

La grá�ca de y = f(−x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de ordenadas.
La grá�ca de y = −f(x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas

⋄ Cambios de escala.

La grá�ca de y = f(kx), k > 0 es la misma que la de y = f(x) dividiendo por k la escala en el eje
de abscisas.
La grá�ca de y = kf(x) es la misma que la de y = f(x) multiplicando por k la escala del eje de
ordenadas.

⋄ Función recíproca.

Para dibujar y = 1
f(x) a partir de y = f(x) tendremos en cuenta lo siguente:

− Dibujamos las rectas y = 1 e y = −1. Los puntos de intersección de y = f(x) con estas rectas
pertenecen también a la grá�ca de la función recíproca.

− Los ceros de una función son asíntotas verticales de la otra y viceversa.

− Cuando una de las funciones es creciente la otra es decreciente. Los máximos y mínimos de
una función son mínimos y máximos de la otra (salvo que tengan ordenada cero).

− Si una de las funciones tiende a in�nito la otra tiende a cero y viceversa.

− Las dos funciones tienen el mismo signo

⋄ Valor absoluto.

Para x > 0 la grá�ca de la función y = f(|x|) es igual que la de y = f(x). Para x < 0 es la imagen
re�ejada en el eje de ordenadas de la parte correspondiente a los x positivos.
La grá�ca de la función y = |f(x)| es igual que la de y = f(x) si f(x) > 0. Cuando f(x) < 0 es la
simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas.

Ejercicio 58. Dibuje aproximadamente el grá�co de y = |x2 − 4x− 5| e y = x2 − 4|x| − 5.

Solución:

La grá�ca de la función f(x) = x2 − 4x− 5 es:
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8.6. TRANSFORMACIÓN DE FUNCIONES 109

La grá�ca de y = |x2 − 4x− 5| es:

La grá�ca de y = x2 − 4|x| − 5 se obtiene re�ejando en el eje OY la parte correspondiente a las x positivas:

♠♠♠♠

Ejercicio 59. Sean las funciones

f(x) =
1

x
; g(x) = 1−

2

x+ 3

(a) Explicar qué transformaciones permiten pasar de f(x) a g(x).

(b) Representar la curva y = g(x) indicando sus asíntotas y sus intersecciones con los ejes de coordenadas.

Solución:

(a) Pueden aplicarse sucesivamente las siguientes transformaciones:

1

x
−→

1

x+ 3
−→

2

x+ 3
−→ −

2

x+ 3
−→ 1−

2

x+ 3

Es decir:

− Traslación en el eje OX

− Cambio de escala en el eje OY

− Simetría respecto a OX

− Traslación en el eje OY

(b) Es una función de proporcionalidad inversa. La grá�ca es:
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110 TEMA 8. FUNCIONES

Las asíntotas son las rectas y = 1 y x = −3. Los puntos de intersección con los ejes son (−1, 0) y
(
0, 1

3

)
.

♠♠♠♠

Ejercicio 60. Representar la curva

y =
1

ln(x+ 1)

Solución:

Primero representamos la curva y = ln(x+ 1) trasladando y = lnx una unidad hacia la izquierda:

Y después representamos la recíproca y =
1

ln(x+ 1)
:
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♠♠♠♠
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Tema 9

Límites de funciones. Continuidad

9.1. Límite cuando la variable tiende a in�nito.

Cuando escribimos

ĺım
x→∞

f(x) = l

queremos decir que cuando la variable x se hace muy grande los valores de la función son muy próximos
al número l. Grá�camente sería así:

Figura 9.1: Límite cuando la variable tiende a infinito

Vemos que en este caso la grá�ca de la función cuando x se hace muy grande se aproxima a la recta
horizontal x = l. Veremos más adelante que esta recta se llama asíntota horizontal de la función (ver
�gura 9.1 izquierda).

Si el límite es in�nito (y de modo muy parecido si es menos in�nito) escribimos:

ĺım
x→∞

f(x) = ∞

y signi�ca que eligiendo x su�cientemente grande la función toma valores tan grandes como se quiera, es
decir, la grá�ca de la función corta a cualquier recta horizontal (ver �gura 9.1 derecha).

De forma más precisa (�gura 9.1):

De�nición 1 (Límite �nito cuando x → ∞). El límite de la función f(x) cuando x tiende a in�nito es
l, y se escribe:

ĺım
x→∞

f(x) = l

113
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114 TEMA 9. LÍMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

Figura 9.2: Límites cuando x tiende a infinito

si dado un número cualquiera ε mayor que cero, existe un valor de la variable x0 tal que para los valores
de x mayores que x0, la distancia entre los valores de la función y el límite son menores que ε:

∀ε > 0 ∃x0 | x > x0 =⇒ |f(x)− l| < ε

De�nición 2 (Límite in�nito cuando x → ∞). Se dice que el límite de la función f(x) cuando la variable
x tiende a in�nito es in�nito y se escribe:

ĺım
x→∞

f(x) = ∞

si dado cualquier número M , existe un valor de la variable x0 a partir del cual los valores de la función
son mayores que M :

∀M ∃x0 | x > x0 =⇒ f(x) > M

Los límites cuando la variable tiende a menos in�nito se de�nen de modo similar.

Todas las reglas de cálculo de límites que hemos visto en el tema de sucesiones pueden aplicarse al cálculo
de límites de funciones cuando la variable tiende a in�nito.

Ejercicio 61. Calcular los siguientes límites:

� ĺım
x→∞

(
x2 − 3x3

)
= −∞

� ĺım
x→∞

x2 − 5x+ 2

x3 + 4x
= 0

� ĺım
x→∞

x3 − 3x2 + 1

x+x− 2
= ∞

� ĺım
x→∞

1− x3

2x3 − 3x2 + 6
= −

1

2

� ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)2x

= e2

� ĺım
x→∞

(
1−

3

x2

)x2−3x

= e−3

� ĺım
x→∞

(
1 +

1

2x+ 3

)x+1

= e
1
2

� ĺım
x→∞

(
1 +

2

3x+ 3

)5x+1

= e
10
3

� ĺım
x→∞

(
1−

2

x2 + 3

)x

= e0 = 1

� ĺım
x→∞

(
1 +

2

x+ 1

)x2

= ∞
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� ĺım
x→∞

(
1−

3

2x+ 5

)x2−1

= e−∞ = 0

� ĺım
x→∞

(
2x− 3

3x+ 1

)x

=

(
2

3

)∞
= 0

� ĺım
x→∞

(
3x+ 2

2x+ 3

)x

=

(
3

2

)∞
= ∞

♠♠♠♠

9.2. Límite cuando la variable tiende a un número �nito.

Figura 9.3: Limite cuando la variable tiende a un valor finito

Cuando escribimos

ĺım
x→x0

f(x) = l

queremos decir que cuando la variable x toma valores próximos a x0, pero distintos de x0, la función
f(x) toma valores próximos a l (ver �gura 9.3 izquierda). Es importante destacar que el límite de una
función en un punto no depende del valor de la función en ese punto sino de los valores que toma en los
puntos próximos. Para que haya límite, ni siquiera es necesario que exista la función en ese punto pero
debe existir en los puntos próximos.

De forma más precisa (�gura 9.4):

De�nición 3 (Límite cuando x → x0). El límite cuando x tiende a x0 de la función f(x) es igual a l y
se escribe:

ĺım
x→x0

f(x) = l

si ∀ε > 0 ∃ δ | |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− l| < ε.

Si en los puntos próximos a x0 la función toma valores muy grandes, mayores que cualquier número �jado
previamente, diremos que la función tiende a in�nito (ver �gura 9.3 derecha).

ĺım
x→x0

f(x) = ∞

El límite igual a menos in�nito se de�ne de modo similar. Si el límite x tiende a x0 es in�nito (o menos
in�nito), la recta x = x0 es una asíntota vertical de la función.
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116 TEMA 9. LÍMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

Figura 9.4: Límite cuando x tiende a un número finito

9.3. Funciones continuas. Casos de discontinuidad.

Con las funciones que utilizamos habitualmente, si tienen límite �nito, suele ocurrir que el límite de la
función en un punto x0 coincide con el valor de la función:

ĺım
x→x0

f(x) = f(x0)

En este caso se dice que la función es continua en x0.

Destaquemos que para que una función sea continua en x0 debe cumplirse que:

- Existe el límite de la función en el punto x0.

- Existe la función en el punto x0, es decir, el punto x0 pertenece al dominio de la función.

- Ambos números ĺım
x→x0

f(x) y f(x0) son iguales.

Cuando una función no es continua en un punto se dice que es discontinua en ese punto. Pueden presentarse
los siguientes casos:

⋄ Discontinuidad evitable. Hemos dicho que el límite depende del valor que toma la función en
los puntos próximos al punto pero es independiente del valor de la función en el punto. Así, es
posible que una función tenga límite en el punto x0 pero no exista la función en ese punto (o no
coincida con el límite). En este caso se dice que la función presenta una discontinuidad evitable.

f tiene una discontinuidad evitable en x0 ⇐⇒ ∃ ĺım
x→x0

f(x) ̸= f(x0)

Por ejemplo, la función:

f(x) =
senx

x

no está de�nida en el punto x = 0 (ver �gura 9.5). Sin embargo puede demostrarse queda

ĺım
x→0

senx

x
= 1

Se llama discontinuidad evitable porque es posible darle un nuevo valor a la función en el punto de
discontinuidad de modo que la nueva función así de�nida sea continua. Por ejemplo en la función
anterior, de�niendo:

f(x) =

{
sen x
x x ̸= 0

1 x = 0
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Figura 9.5: Discontinuidad evitable

obtenemos una función continua igual a la anterior en todos los puntos salvo en x = 0.

⋄ Salto �nito. Algunas funciones tienen límites diferentes según que la variable se aproxime al
punto por la derecha o por la izquierda (ver �gura 9.6). Los límites laterales se indican mediante:

ĺım
x→x−

0

f(x) ; ĺım
x→x+

0

f(x)

donde los superíndices − y + indican que x tiende a x0 por la izquierda y por la derecha respec-
tivamente. Que x tiende a x0 por la izquierda signi�ca que x es próximo a x0 pero menor que x0

y que x tiende a x0 por la derecha signi�ca que x es próximo a x0 pero mayor que x0.

Figura 9.6: Discontinuidades por salto finito y por límite infinito

Por ejemplo, la función:

f(x) =

{
−x2 + 4x− 3 x < 2

x2 − 4x+ 8 x ≥ 2

tiene un salto �nito en x = 2, puesto que:

ĺım
x→x−

0

f(x) = 1 ; ĺım
x→x+

0

f(x) = 4
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⋄ In�nitos. El tercer tipo de discontinuidad son los in�nitos de la función, es decir, los puntos x0

tales que:

ĺım
x→x0

f(x) = ∞

Por ejemplo, la función:

f(x) =
x+ 1

x− 1

tiene un punto de discontinuidad en x = 1 ya que (ver �gura 9.6):

ĺım
x→1

x+ 1

x− 1
= ∞

⋄ Discontinuidad esencial. Se produce este tipo de discontinuidad cuando no existen los límites
laterales ni son in�nitos. Por ejemplo, la función:

f(x) = sen
1

x

no tiene límite cuando x tiende a 0 (�gura 9.7). Podemos ver que, cuando la variable es muy
próxima a cero, la función oscila rápidamente entre −1 y 1 con una frecuencia que tiende a in�nito
a medida que x tiende a cero.

Figura 9.7: Discontinuidad esencial

Ejercicio 62. Estudiar la continuidad de la función:

f(x) =
x3 − 2x2 + x− 2

x2 − x− 2

Solución:

Los puntos de discontinuidad son x = −1 y x = 2.

En x = −1:

ĺım
x→−1

x3 − 2x2 + x− 2

x2 − x− 2
=

−6

0
= ∞

Hay una indeterminación de salto in�nito.

En x = 2:

ĺım
x→2

x3 − 2x2 + x− 2

x2 − x− 2
= ĺım

x→2

(x− 2)(x2 + 1)

(x+ 1)(x− 2)
= ĺım

x→2

(x2 + 1)

(x+ 1)
=

5

3

En x = 2 hay una discontinuidad evitable

♠♠♠♠
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9.4. Asíntotas.

Las asíntotas son rectas tangentes a la curva en el in�nito.

En el caso de asíntotas verticales, esto signi�ca que cuando x tiende a x0 la distancia entre la curva y la
asíntota tiende a cero y la pendiente de la curva tiende a in�nito.

En asíntotas horizontales y oblicuas la distancia entre la curva y la asíntota tiende a cero y, además, la
pendiente de la curva se hace igual a la pendiente de la recta (cero en el caso de la asíntota horizontal)
cuando x tiende a in�nito.

Podemos considerar los siguientes tipos de asíntota:

⋄ Asíntotas verticales (ver �gura 9.6 derecha):

x = x0 asíntota vertical de f(x) ⇐⇒ ĺım
x→x0

f(x) = ∞

Por ejemplo la función:

y =
x+ 1

x− 1

tiene una asíntota x = 1 puesto que:

ĺım
x→1

x+ 1

x− 1
= ∞

⋄ Asíntotas horizontales (ver �gura 9.8 izquierda):

y = y0 asíntota horizontal de f(x) ⇐⇒ ĺım
x→∞

f(x) = y0

Figura 9.8: Asíntota horizontal y oblicua

Por ejemplo, y = 0 es una asíntota horizontal de la función y =
5x

x2 + 7
porque:

ĺım
x→∞

5x

x2 + 7
= 0

⋄ Asíntotas oblicuas (ver �gura 9.8 derecha):

y = mx+ b asíntota oblicua de f(x) ⇐⇒ ĺım
x→∞

[f(x)− (mx+ b)] = 0
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Puesto que y (la ordenada de la asíntota) y f(x) son iguales cuando x tiende a in�nito, podemos
calcular la pendiente m de la asíntota, del siguiente modo:

y = mx+ b =⇒ m =
y − b

x
= ĺım

x→∞

f(x)− b

x
= ĺım

x→∞

f(x)

x

Una vez calculada la pendiente, se obtiene la ordenada en el origen b:

y = mx+ b =⇒ b = y −mx = ĺım
x→∞

[f(x)−mx]

Por ejemplo, para obtener la asíntota de la función:

f(x) =
x3 + x+ 7

x2 + 1

se calculan los siguientes límites:

ĺım
x→∞

1

x
· x

3 + x+ 7

x2 + 1
= ĺım

x→∞
·x

3 + x+ 7

x3 + x
= 1

ĺım
x→∞

(
x3 + x+ 7

x2 + 1
− 1 · x

)
= ĺım

x→∞

x3 + x+ 7− x3 − x

x2 + 1
= ĺım

x→∞

7

x2 + 1
= 0

de forma que la asíntota es y = x.

9.5. Nueva de�nición de continuidad

Figura 9.9: Función continua

Llamemos x = x0 +∆x (�gura 9.9):

ĺım
x→x0

f(x) = f(x0) =⇒ ĺım
∆x→0

f(x0 +∆x) = f(x0)

=⇒ ĺım
∆x→0

[f(x0 +∆x)− f(x0)] = 0

=⇒ ĺım
∆x→0

∆f = 0

donde se ha llamado ∆f a la variación de la función f cuando la variable x cambia en la cantidad
∆x. Esta nueva de�nición puede expresarse de la siguiente forma: una función es continua, si a varia-
ciones in�nitesimales de la variable dependiente, corresponden variaciones in�nitesimales de la variable
dependiente.
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9.6. Reglas para el cálculo de límites

9.6.1. Límites cuando x → ∞

Reglas generales: Para calcular estos límites pueden aplicarse las siguientes reglas:

∞± k = ∞ k · ∞ = ∞ (k ̸= 0)
∞
k

= ∞ k

0
= ∞

∞k =

{
∞ k > 0

0 k < 0
r∞ =

{
∞ r > 1

0 r < 1

Cuando no se pueden aplicar esas reglas, los límites se llaman indeterminados y es preciso aplicar
otros procedimientos. Son límites indeterminados los del tipo:

∞−∞ 0 · ∞ ∞
∞

0

0
∞0 1∞ 00

Funciones polinómicas y racionales: Las indeterminaciones que se presentan se resuelven teniendo
en cuenta solamente los términos de mayor grado de cada polinomio. Para calcular el límite de la
diferencia de dos fracciones que tienden a in�nito se hace previamente la resta.

Otras funciones: Si hay que comparar in�nitos de distintos tipos en indeterminaciones del tipo ∞/∞
o ∞−∞ se tiene en cuenta que los in�nitos más grandes son los exponenciales (ax), después los
potenciales (xn) y �nalmente los logarítmicos (loga x)

9.6.2. Límites cuando x tiende a un número c

Regla general: Se aplica la de�nición de función continua, es decir, se sustituye x por c.

Límites in�nitos: Si al calcular el límite de una fracción por el procedimiento anterior, el denominador
es cero y el numerador es distinto de cero, el límite es in�nito. Para saber si es +∞ o −∞, se
calculan los límites laterales.

Límites indeterminados: Si al calcular el límite de un cociente de polinomios resulta que, tanto el
numerador como el denominador tienden a cero (indeterminación del tipo 0/0), puede resolverse
esta indeterminación dividiendo numerador y denominador por x− c.

9.7. Dos límites importantes

9.7.1. El límite ĺım
x→0

senx

x

En la �gura 9.10 se ha representado un ángulo x sobre una circunferencia de radio 1. Si el radio es igual
a la unidad, la longitud del arco coincide con la medida del ángulo en radianes. El seno y el coseno del
ángulo son iguales a la ordenada y la abscisa del extremo del arco y así se han representado en la �gura.
También se ha representado un segmento de longitud igual a tg x.

De la �gura se deduce que:

senx < x < tg x

y dividiendo por senx:

1 <
x

senx
<

tg x

senx
=⇒ 1 <

x

senx
<

1

cosx
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Figura 9.10: Límite de
senx

x

Cuando x → 0:

1 ≤ ĺım
x→0

x

senx
≤ ĺım

x→0

1

cosx
=⇒ 1 ≤ ĺım

x→0

x

senx
≤ 1 =⇒ ĺım

x→0

x

senx
= 1

y también:

ĺım
x→0

senx

x
= ĺım

x→0

1
x

sen x

=
1

1
= 1

9.7.2. El límite ĺım
x→0

ln(1 + x)

x

La base de los logaritmos neperianos (ln) es el número e. Este número se de�ne como el límite de la
siguiente función:

e = ĺım
x→∞

(
1 +

1

x

)x

o cambiando x por 1/x:

e = ĺım
x→0

(1 + x)
1
x

Entonces:

ĺım
x→0

ln(1 + x)

x
= ĺım

x→0

1

x
ln(1 + x) = ĺım

x→0
ln(1 + x)

1
x = ln e = 1

9.7.3. Aplicaciones al cálculo de límites

El hecho de que los dos límites que acabamos de calcular sean iguales a 1 quiere decir que cuando x es
próximo a 0, las funciones senx y ln(1 + x) son aproximadamente iguales a x. Esto lo podemos expresar
de la siguiente manera:

si x → 0 senx ∼ x y ln(1 + x) ∼ x
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A partir de estas aproximaciones podemos obtener valores aproximados para otras funciones cuando
x → 0:

tg x ∼ x

arsenx ∼ x

artgx ∼ x

1− cosx ∼ x2

2
ex − 1 ∼ x

(1± x)n ∼ 1± nx

Estas aproximaciones pueden utilizarse para calcular límites. Solamente hay que tener cuidado cuando el
numerador o denominador de una fracción son nulos después de hacer la sustitución.

A partir del límite del logaritmo puede obtenerse una expresión útil para calcular límites indeterminados
del tipo 1∞:

u → 1 y v → ∞ =⇒ ĺımuv = eĺım(u−1)v

En efecto, hemos visto que si x → 0, ln(1 + x) ∼ x. Llamando u = 1 + x esto es equivalente a decir que
cuando u → 1, lnu ∼ u− 1. Entonces, si u → 1 y v → ∞:

ĺımuv = ĺım ev lnu = ĺım e(u−1)v

y de aquí que:

l = eĺım(u−1)v

Ejercicio 63. Calcular los siguientes límites:

(a) ĺım
x→0

3x2

1− cosx
(b) ĺım

x→∞

(
2x− 1

2x+ 1

) x
2

Solución:

(a) Utilizando la aproximación 1− cosx ∼ x2

2
:

ĺım
x→0

3x2

1− cosx
= ĺım

x→0

3x2

x2

2

= 6

(b) Es una indeterminación del tipo 1∞. Utilizando la aproximación del logaritmo:

ĺım
x→∞

(
2x− 1

2x+ 1

) x
2

= ĺım
x→∞

e

(
2x−1
2x+1

−1
)
· x
2 = ĺım

x→∞
e

−2
2x+1

· x
2 = e−

1
2 =

1
√
e

♠♠♠♠

9.8. Propiedades de las funciones continuas

Admitiremos sin demostración los siguientes teoremas relativos a funciones continuas:

Teorema 3. Si f es una función continua en x0 y f(x0) ̸= 0, en un entorno de x0 la función toma el
mismo signo que en x0.

Teorema 4. Si f es continua en x0 está acotada en un entorno de x0.

Teorema 5. Una función continua en un intervalo cerrado, esta acotada en ese intervalo.
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Figura 9.11: Teorema de Bolzano

Teorema 6 (Bolzano). Si la función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y toma valores de signo
contrario en los extremos del intervalo a y b entonces existe un punto interior del intervalo ξ en que el
valor de la función es cero (�gura 9.11):

f continua en [a, b] y signo f(a) ̸= signo f(b) =⇒ ∃ξ ∈ (a, b) | f(ξ) = 0

Teorema 7 (Darboux). Como consecuencia del teorema de Bolzano se veri�ca también que:
Si f es una función continua en [a, b] f toma en el interior de ese intervalo todos los valores comprendidos
entre f(a) y f(b).

Teorema 8 (Weierstrass). Toda función continua en un intervalo cerrado alcanza un valor máximo y
un valor mínimo en ese intervalo.

Ejercicio 64. Demostrar que la ecuación e−3x + 4x− 2 = 0 tiene, al menos, una solución real en el intervalo [0, 1].

Solución:

Sea la función f(x) = e−3x+4x−2. Esta función es continua en el intervalo [0, 1] puesto que es suma de funciones continuas
en ese intervalo. Además

f(0) = e0 + 4 · 0− 2 = −1 < 0

f(1) = e−3 + 4 · 1− 2 = e−3 + 2 > 0

De acuerdo con el teorema de Bolzano existe un número ξ comprendido entre 0 y 1 en el que f vale 0. Entonces ξ es una
solución de la ecuación.

♠♠♠♠
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Tema 10

Derivadas

10.1. Función derivada

En temas anteriores se ha explicado el concepto de pendiente de una recta. Dada una recta y = mx+ b,
la pendiente m es el cociente de las variaciones de y y de x entre dos puntos cualesquiera de la recta:

m =
∆y

∆x

Esta idea puede generalizarse para una curva y = f(x) de la forma que veremos a continuación. La
diferencia fundamental es que la pendiente de la curva que llamaremos derivada no es constante sino que
varía de un punto a otro de la curva.

Figura 10.1: Derivada de una función

Sea una función f . Su representación grá�ca es la curva de ecuación y = f(x). Sean A y B dos puntos
de la curva de abscisas x y x + ∆x (ver �gura 10.1). Cuando la variable independiente cambia en una
cantidad ∆x, la función varía en la cantidad:

∆f = f(x+∆x)− f(x)

La tasa de variación media de la función en este intervalo, o pendiente media de la curva corres-
pondiente se de�ne como el cociente de los incrementos de la función y de la variable entre los dos puntos
de la curva:

mAB =
∆f

∆x
=

f(x+∆x)− f(x)

∆x

125
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La pendiente de la curva en un punto se de�ne mediante un paso al límite.

La tasa de variación instantánea de una función o pendiente de la curva en un punto es la tasa
de variación media entre dos puntos cuando la distancia entre ellos tiende a cero, es decir, el límite de la
expresión anterior cuando ∆x tiende a cero:

mA = ĺım
∆x→0

∆f

∆x
= ĺım

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

Veamos con más precisión el signi�cado de la pendiente de una curva.

La tangente a una curva en un punto A es la recta que une dos puntos de la curva A y B cuando la
distancia entre ambos tiende a cero.

La pendiente media de una curva entre dos puntos A y B, es la pendiente de la recta que une los dos
puntos de la curva (ver �gura 10.2). Al aproximarse los dos puntos, la pendiente media pasa a ser la
pendiente en el punto A, y la recta AB se transforma en la tangente a la curva en el punto A.

Así pues, la pendiente de una curva es la pendiente de la recta tangente a la curva.

Figura 10.2: Interpretación geométrica de la derivada

De forma general, la derivada de la función f(x) en un punto cualquiera x se de�ne como el límite:

f ′(x) = ĺım
∆x→0

∆f

∆x
= ĺım

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x

El incremento de la variable se suele representar también por h o por dx. La derivada de la función f(x)
se representa por f ′(x) y también por D f(x) o df

dx .

La derivada de una función debe interpretarse geométricamente como la pendiente de la curva que repre-
senta la función o como la pendiente de la recta tangente a esa curva.

Ejercicio 65. Calcular la derivada de la función y = x2.

Solución:

De acuerdo con la de�nición:

y′ = ĺım
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= ĺım

h→0

x2 + 2hx+ h2 − x2

h
= ĺım

h→0

2hx+ h2

h
= ĺım

h→0
(2x+ h) = 2x

♠♠♠♠

Teorema 9. Toda función derivable en un punto es continua en ese punto.

Demostración. En efecto:

ĺım
∆x→0

∆f = ĺım
∆x→0

∆f

∆x
·∆x = ĺım

∆x→0
f ′(x) ·∆x = 0
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El recíproco no es cierto, la función f(x) = |x| es continua en x = 0 y, sin embargo, no es derivable en
ese punto.

Ejercicio 66. Demostrar que la función y =
3
√
x2 no es derivable en x = 0.

Solución:

Esta función es continua en todo su dominio puesto que se trata de una función potencial. Veamos que no tiene derivada
en x = 0. La función derivada es:

y′ = ĺım
h→0

3
√

(x+ h)2 − 3
√
x2

h

En el punto de abscisa x = 0:

y′(0) = ĺım
h→0

3
√

(0 + h)2 − 3
√
02

h
= ĺım

h→0

h
2
3

h
= ĺım

h→0

1

h
1
3

= ĺım
h→0

1
3
√
h

= ∞

♠♠♠♠

Puesto que la pendiente de la recta tangente es igual a la derivada de la función en el punto, la ecuación
de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa x0 (y ordenada f(x0)) es:

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

Ejercicio 67. Calcular la ecuación de la recta tangente a la parábola y = x2 en el punto de abscisa x0 = 1
3
.

Solución:

La ordenada del punto de tangencia es:

y0 =

(
1

3

)2

=
1

9

La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto. En un ejercicio anterior calculamos la función derivada y′ = 2x.
La pendiente de la tangente es:

m = 2 ·
1

3
=

2

3

Conocido el punto y la pendiente, puede calcularse la ecuación de la tangente. En la forma punto-pendiente:

y −
1

9
=

2

3

(
x−

1

3

)

♠♠♠♠

10.2. Reglas de derivación

Las derivadas de las funciones elementales pueden obtenerse a partir de la de�nición; los límites pueden
calcularse con ayuda de las técnicas que se han visto en el tema anterior. A continuación se deducen
algunas de estas derivadas:

D
√
x = ĺım

h→0

√
x+ h−

√
x

h
= ĺım

h→0

(
√
x+ h−

√
x)(

√
x+ h+

√
x)

h(
√
x+ h+

√
x)

= ĺım
h→0

x+ h− x

h(
√
x+ h+

√
x)

= ĺım
h→0

�h

�h(
√
x+ h+

√
x)

=
1

2
√
x
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Se ha multiplicado numerador y denominador por la expresión conjugada del numerador para poder
efectuar la diferencia.

D lnx = ĺım
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
= ĺım

h→0

1

h
ln

x+ h

x

= ĺım
h→0

1

h
ln

(
1 +

h

x

)
= ĺım

h→0

1

�h
�h
x

=
1

x

Se ha aplicado la aproximación ln
(
1 + h

x

)
∼ h

x .

Dsenx = ĺım
h→0

sen(x+ h)− senx

h
= ĺım

h→0

2 cos x+h+x
2 sen x+h−x

2

h
=

= ĺım
h→0

2 cos 2x+h
2 sen h

2

h
= ĺım

h→0

�2 cos 2x+h
2 · �h

�2
�h

= ĺım
h→0

cos
2x+ h

2
= cosx

Donde se ha aplicado la aproximación sen h
2 ∼ h

2 .

D ex = ĺım
h→0

ex+h − ex

h
= ĺım

h→0

exeh − ex

h

= ĺım
h→0

ex(eh − 1)

h
= ĺım

h→0

ex�h

�h

= ex

Aquí hemos tenido en cuenta la aproximación eh − 1 ∼ h.

A partir de las propiedades de los límites y de la continuidad de las funciones derivables pueden demos-
trarse las siguientes propiedades:

⋄ Suma y diferencia de funciones: D (u± v) = u′ ± v′

⋄ Producto de funciones: D (u · v) = u′v + v′u

⋄ Cociente de funciones: D
( u

v

)
=

u′v − v′u

v2

⋄ Función compuesta: D f [g(x)] = f ′[g(x)] g′(x)

En la tabla 10.2, en la que hemos representado mediante u y v funciones cualesquiera de x y mediante
K una constante, se recogen las reglas de derivación:
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REGLAS GENERALES FUNCIONES SIMPLES FUNCIONES COMPUESTAS

D [K] = 0

D [u± v] = u′ ± v′ D [xn] = nxn−1 D [un] = nun−1u′

D [lnx] =
1

x
D [lnu] =

1

u
u′

D [Ku] = Ku′ D [loga x] =
1

x ln a
D [loga u] =

1

u ln a
u′

D [ex] = ex D [eu] = euu′

D [uv] = u′v + v′u D [ax] = ax ln a D [au] = au(ln a)u′

D [senx] = cosx D [senu] = (cosu)u′

D
[u
v

]
=

u′v − v′u

v2
D [cosx] = − senx D [cosu] = (− senu)u′

D [tg x] =
1

cos2 x
D [tg u] =

1

cos2 u
u′

D [f(u)] = f ′(u)u′ D [ arsenx] =
1√

1− x2
D [ arsenu] =

1√
1− u2

u′

D [ arcosx] =
−1√
1− x2

D [ arcosu] =
−1√
1− u2

u′

D [ artg x] =
1

1 + x2
D [ artg u] =

1

1 + u2
u′

Tabla 10.1: Reglas de derivación

Ejercicio 68. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

� y = x3 − 3x2 + 7x− 10

y′ = 3x2 − 6x+ 7

� y =
1

3
√
x2

= x− 2
3

y′ = −
2

3
x− 5

3 = −
2

3x
3
√
x2

� y = sen2 x

y′ = 2 senx cosx

� y = sen(x2)

y′ = cos(x2) · 2x

� y = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
y′ =

1

x+
√
x2 + 1

(
1 +

1

2
√
x2 + 1

· 2x
)

� y = xx = ex ln x

y′ = ex ln x

(
lnx+

1

x
x

)
= ex ln x (lnx+ 1) = xx (lnx+ 1)

♠♠♠♠
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10.3. Funciones crecientes y decrecientes

Una función f(x) es creciente en un intervalo si a valores mayores de la variable corresponden valores
mayores de la función:

f creciente ⇐⇒ x1 > x2 =⇒ f(x1) > f(x2)

De forma similar, una función f(x) es decreciente en un intervalo si a valores mayores de la variable
corresponden valores menores de la función:

f decreciente ⇐⇒ x1 > x2 =⇒ f(x1) < f(x2)

Los puntos en que la función pasa de creciente a decreciente o de decreciente a creciente se llaman,

Figura 10.3: Intervalos de crecimiento y decrecimiento

respectivamente, máximos y mínimos relativos o máximos y mínimos locales (ver �gura 10.3).

La derivada de la función permite obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Para funciones
derivables se cumple el siguiente teorema:

Teorema 10. Si la derivada de la función f(x) es positiva (negativa) en x0, la función es creciente
(decreciente) en x0:

f ′(x0) > 0 =⇒ f creciente en x0; f ′(x0) < 0 =⇒ f decreciente en x0

y como consecuencia, la derivada en los máximos y mínimos relativos debe ser cero.

Según el teorema anterior, los máximos y mínimos relativos de la función deben buscarse entre los puntos
de derivada cero. Sin embargo, esto no signi�ca que todos los puntos de derivada cero sean máximos o
mínimos.

Geométricamente, el que la derivada en un punto sea cero quiere decir que en ese punto la recta tangente es
paralela al eje de abscisas, son puntos de tangente horizontal. Pueden darse varios casos (ver �gura 10.4).

Sea f ′(x0) = 0. Para determinar el comportamiento de la función en ese punto podemos utilizar el
siguiente criterio:

⋄ Si la función es creciente a la izquierda y a la derecha de x0, la función es creciente en x0.

⋄ Si la función es decreciente a la izquierda y a la derecha de x0, la función es decreciente en x0.
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Figura 10.4: Puntos de derivada cero

⋄ Si la función es creciente a la izquierda y decreciente a la derecha de x0, la función presenta un
máximo relativo en x0.

⋄ Si la función es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha de x0, la función presenta un
mínimo relativo en x0.

También podemos hacer uso de los siguientes teoremas:

Teorema 11. Si f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) < 0, x0 la función presenta un máximo relativo en x0.

Demostración. Si f ′′(x0) < 0 entonces f ′(x) es decreciente en x0. Puesto que en ese punto la derivada
es cero, f ′(x) deberá ser positiva a la izquierda y negativa a la derecha. La función pasa de creciente a
decreciente y, por consiguiente, tiene un máximo en x0.

De forma similar:

Teorema 12. Si f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) > 0, x0 la función presenta un mínimo relativo en x0.

Ejercicio 69. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la función:

f(x) = (x+ 1)e−x

Solución:

La derivada de la función es:

f ′(x) = e−x − e−x(x+ 1) = −xe−x

El signo de la derivada lo podemos expresar mediante el siguiente esquema:

0

0
+ −

Así pues, la función es creciente en (−∞, 0), tiene un máximo en x = 0 y es decreciente en (0,∞).

♠♠♠♠
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10.4. Concavidad y convexidad

Una función f(x) es cóncava en el punto x0 si en los puntos próximos a x0 la tangente a la curva y = f(x)
en el punto de abscisa x0 queda por debajo de ella:

f cóncava en x0 ⇒ f(x)− yt = f(x)− [f(x0) + f ′(x0)(x− x0)] > 0

Una función f(x) es convexa en el punto x0 si en los puntos próximos a x0 la tangente a la curva y = f(x)
en el punto de abscisa x0 queda por encima de ella:

f convexa en x0 ⇒ f(x)− yt = f(x)− [f(x0) + f ′(x0)(x− x0)] < 0

Teorema 13. Si f ′′(x0) > 0, la función f(x) es cóncava en x0

Teorema 14. si f ′′(x0) < 0, la función f(x) es convexa en x0

Figura 10.5: Concavidad y convexidad

Los puntos en que la función no es cóncava ni convexa se llaman puntos de in�exión de la función. En
esos puntos la derivada segunda es igual a cero.

Teorema 15. si f ′′(x0) = 0 y f ′′′(x0) ̸= 0, x0 es un punto de in�exión.

Ejercicio 70. Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad de la función:

f(x) =
3x2 + 5x− 20

x+ 5

Solución:

Calculamos las derivadas:

f ′(x) =
(6x+ 5)(x+ 5)− (3x2 + 5x− 20)

(x+ 5)2
=

3(x2 + 10x+ 15)

(x+ 5)2

f ′′(x) = 3 ·
(2x+ 10)(x+ 5)2 − 2(x+ 5)(x2 + 10x+ 15)

(x+ 5)4

= 3 ·
(2x+ 10)(x+ 5)− 2(x2 + 10x+ 15)

(x+ 5)3

= 3 ·
20

(x+ 5)3

El signo de esta fracción depende solamente del denominador. La función es convexa para x < −5 y es cóncava para x > −5.
En x = −5 hay una asíntota vertical.

♠♠♠♠
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10.5. Diferencial de una función

Figura 10.6: Diferencial de una función

En la �gura 10.6 se ha representado una función derivable f(x) así como la tangente a la curva y = f(x)
en un punto cualquiera de abscisa x. Si se incrementa la variable en una cantidad dx la función cambia
en una cantidad ∆f .

Se llama diferencial de la función df al producto de la derivada por el incremento de la variable:

df = f ′(x) dx

Geométricamente, la diferencial es el incremento sobre la recta tangente correspondiente al incremento
dx de la variable.

El incremento de la variable lo hemos representado por ∆x o por dx, es decir ∆x y dx es lo mismo.
Sin embargo, en general, ∆f y df son números distintos. En la �gura 10.6 ∆f es igual a la longitud del
segmento AB mientras que df es igual a AC.

Pese a ser diferentes ∆f y df son muy próximos para valores pequeños de dx. Así, la diferencia ∆f − df
tiende a cero más rápidamente que dx cuando dx tiende a cero:

ĺım
dx→0

∆f − df

dx
= ĺım

dx→0

(
∆f

dx
− df

dx

)
= f ′(x)− f ′(x) = 0

Es por esta razón que se suele interpretar df como el incremento de la función correspondiente a un
incremento in�nitesimal de la variable dx.

10.6. Propiedades de las funciones derivables

Teorema 16 (Teorema de Rolle). Sea f una función continua en [a, b], derivable en (a, b) y que cumple
que f(a) = f(b). Entonces, existe un punto de (a, b) en el que la derivada vale cero.

f continua en [a, b]

f derivable en (a, b)

f(a) = f(b)

 =⇒ ∃ξ ∈ (a, b) | f ′(ξ) = 0
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Figura 10.7: Teorema de Rolle

Geométricamente, el teorema de Rolle signi�ca que en una curva, entre dos puntos de de igual ordenada,
debe haber al menos un punto de tangente horizontal.

El teorema de Rolle se deduce fácilmente del teorema de Weierstrass: por ser la función f continua en
[a, b] tiene un máximo y un mínimo absoluto en ese intervalo. Pueden darse dos casos:

⋄ Que el máximo y el mínimo absolutos se encuentren en los extremos del intervalo. Como la función
toma el mismo valor en los dos extremos el máximo y el mínimo serán iguales y, por consiguiente,
la función será constante. En este caso el teorema se cumple porque una función constante tiene
derivada cero en todos sus puntos.

⋄ Que o bien el máximo o bien el mínimo absoluto se encuentre en el interior del intervalo. En este
caso el máximo o mínimo absoluto será a su vez máximo o mínimo relativo y la derivada en ese
punto será cero (ver �gura 10.7).

Como consecuencia del teorema de Rolle resultan las siguientes propiedades:

⋄ Si f es una función derivable entre dos ceros de la función debe haber al menos un cero de la
derivada.

⋄ Si la derivada no tiene ceros, la funciones tiene a lo sumo un cero.

Ejercicio 71. Calcular a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la función:

f(x) =

1− cosx x ≤ 0

x2 + ax x > 0

en el intervalo
[
−π

2
, 1
]
. Calcular el valor de c que indica el teorema.

Solución:

Debe ocurrir que f
(
−π

2

)
= f(1):

f
(
−
π

2

)
= 1; f(1) = 1 + a =⇒ 1 + a = 1 =⇒ a = 0

Comprobemos que para este valor de a la función es derivable en x = 0. Para x 6= 0 la derivada es

f ′(x) =

{
senx x < 0

2x+ a x > 0

Para que se pueda aplicar el teorema de Rolle la función debe ser derivable en x = 0. Entonces

f ′(0−) = f ′(0+) =⇒ sen 0 = 2 · 0 + a =⇒ a = 0

En este caso, la función y su derivada valen:

f(x) =

{
1− cosx x ≤ 0

x2 x > 0
; f ′(x) =


senx x < 0

0 x = 0

2x x > 0
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De acuerdo con el teorema de Rolle, debe existir un c ∈
(
−π

2
, 1
)
en el que la derivada vale cero. Según hemos visto c = 0.

♠♠♠♠

Teorema 17 (Teorema del valor medio, de Lagrange o de los incrementos �nitos). Sea f continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe un punto ξ ∈ (a, b) que cumple que:

f(b) = f(a) + f ′(ξ)(b− a)

Demostración. Escojamos λ de forma que la función F (x) = f(x)− λx cumpla las hipótesis del teorema
de Rolle. Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la
tercera condición:

F (a) = f(a)− λa

F (b) = f(b)− λb

F (a) = F (b) =⇒ f(a)− λa = f(b)− λb =⇒ λ =
f(b)− f(a)

b− a

Para este valor de λ, como consecuencia del teorema de Rolle, existe ξ ∈ (a, b) tal que:

F ′(ξ) = 0 =⇒ f ′(ξ)−λ = 0 =⇒ f ′(ξ) = λ =
f(b)− f(a)

b− a
=⇒ f(b) = f(a)+f ′(ξ)(b−a)

Figura 10.8: Teorema del valor medio

Consecuencias del teorema del valor medio:

− Si f ′(x) > 0 en (a, b), f(x) es creciente en (a, b). En efecto, sean x1, x2, dos puntos del intervalo
(a, b). Aplicando el teorema del valor medio:

x2 > x1 =⇒ f(x2) = f(x1) + f ′(ξ)(x2 − x1) puesto que f ′(ξ) > 0

f(x2) > f(x1)

De la misma forma se demuestra que si f ′(x) < 0 la función es decreciente.

− Si una función tiene derivada cero en un intervalo (a, b) es constante en ese intervalo o, lo que es lo
mismo, toma el mismo valor en todos sus puntos.

En efecto, sean x1 y x2 dos puntos del intervalo (a, b). En el intervalo [x1, x2] la función cumple las
condiciones del teorema del valor medio de forma que:

f(x2) = f(x1) + f ′(ξ)(x2 − x1) ; ξ ∈ (x1, x2)

y como la derivada es cero en el intervalo, resulta f(x2) = f(x1).
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− Si dos funciones tienen la misma derivada, su diferencia es constante.

En efecto, si f ′(x) = g′(x), la diferencia F (x) = f(x) − g(x) tiene derivada cero y de acuerdo con
el apartado anterior es constante.

Teorema 18 (Teorema de Cauchy). Sean f y g continuas en [a, b] y derivables en (a, b). Supongamos
además que la derivada de g no se anula en el intervalo (a, b). Existe un punto ξ ∈ (a, b) que cumple que:

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)

Demostración. En efecto, el denominador del segundo miembro es distinto de cero y también el del primer
miembro puesto que, por el teorema del valor medio:

g(b) = g(a) + g′(c)(b− a) ̸= g(a)

Formemos la función:

F (x) = f(x)− λg(x)

y escojamos λ de forma que pueda aplicarse el teorema de Rolle a F (x). Para ello:

F (a) = f(a)− λg(a)

F (b) = f(b)− λg(b)

F (a) = F (b) =⇒ f(a)− λg(a) = f(b)− λg(b) =⇒ λ =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

Como consecuencia del teorema de Rolle, existe un ξ ∈ (a, b) tal que F ′(ξ) = 0. Es decir:

f ′(ξ)− λg′(ξ) = 0 =⇒ f ′(ξ)

g′(ξ)
= λ =

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

Teorema 19 (Regla de l'Hopital). Sean f y g funciones continuas y derivables en un entorno del punto
x0. Supongamos que f(x0) = g(x0) = 0 y que la derivada de g no se anulan en un entorno reducido de
x0. Entonces:

∃ ĺım
x→x0

f ′(x)

g′(x)
=⇒ ∃ ĺım

x→x0

f(x)

g(x)
= ĺım

x→x0

f ′(x)

g′(x)

Demostración. En efecto, puesto que f(x0) = g(x0) = 0:

ĺım
x→x0

f(x)

g(x)
= ĺım

x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
(por el teorema de Cauchy)

= ĺım
x→x0

f ′(ξ)

g′(ξ)
(puesto que existe el límite de

f ′(x)

g′(x)
)

= ĺım
x→x0

f ′(x)

g′(x)

La justi�cación del último paso de la demostración es el siguiente: ξ es un número comprendido entre x
y x0, de forma que, cuando x tiende a x0 también ξ tiende a x0. Entonces:

ĺım
x→x0

f ′(ξ)

g′(ξ)
= ĺım

ξ→x0

f ′(ξ)

g′(ξ)
= ĺım

x→x0

f ′(x)

g′(x)
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Ejercicio 72. Demostrar que se puede aplicar el teorema del valor medio a la función f(x) =
√
x2 + 9 en el intervalo

[0, 4] y halla el punto que veri�ca el teorema.

Solución:

� La función es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4). Cumple por tanto las condiciones exigidas por el teorema del
valor medio.

� De acuerdo con el teorema:

∃ξ ∈ (0, 4) | f ′(ξ) =
f(4)− f(0)

4− 0

La derivada de la función es:

f ′(x) =
2x

2
√
x2 + 9

=
x

√
x2 + 9

El punto ξ debe cumplir que:

ξ√
ξ2 + 9

=
5− 3

4− 0
=

1

2

Resolviendo la ecuación se obtiene:√
ξ2 + 9 = 2ξ =⇒ ξ2 + 9 = 4ξ2 =⇒ ξ = ±

√
3

Puesto que ξ ∈ (0, 4), la solución ξ = −
√
3 no es válida. La única solución es ξ =

√
3.

♠♠♠♠

10.7. Teorema de Taylor

Sea f una función n veces derivable en el punto x = a. El polinomio de Taylor de grado n de esta función
en ese punto (también llamado desarrollo de Taylor en el punto) es un polinomio:

P (x) = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + . . .+ an(x− a)n

tal que:

P (a) = f(a)

P ′(a) = f ′(a)

P ′′(a) = f ′′(a)

. . . . . .

P (n)(a) = f (n)(a)

Es fácil ver que, para que se cumpla esto, el polinomio debe ser:

P (x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 +

f ′′′(a)

3!
(x− a)3 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

El desarrollo de Taylor de una función en torno al punto a = 0 se llama desarrollo de McLaurin. Así, el
polinomio de McLaurin de la función f sería:

P (x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn

Ejercicio 73. Obtener el desarrollo de McLaurin de las funciones ex, senx y cosx.

Solución:

Todas las derivadas de la función exponencial son iguales a ex. Por consiguiente, las derivadas en el punto x = 0 valen 1.
El desarrollo es:

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + . . .



w
w
w
.�
ve
-�
ng
er
s.
es

138 TEMA 10. DERIVADAS

Las derivadas de la función seno son:

y′ = cosx y′(0) = 1 y′′ = − senx y′′(0) = 0

y′′′ = − cosx y′′′(0) = −1 y(4) = senx y(4)(0) = 0

y(5) = cosx y(5)(0) = 1 y(6) = − senx y(6)(0) = 0

Y teniendo en cuenta que sen 0 = 0 el desarrollo queda:

senx = x−
1

3!
x3 +

1

5!
x5 − . . .

Procediendo de la misma manera con la función coseno:

y′ = − senx y′(0) = 0 y′′ = − cosx y′′(0) = −1

y′′′ = senx y′′′(0) = 0 y(4) = cosx y(4)(0) = 1

y(5) = − senx y(5)(0) = 0 y(6) = − cosx y(6)(0) = −1

Puesto que, además, cos 0 = 1, el desarrollo del coseno es:

cosx = 1−
1

2|
x2 +

1

4!
x4 −

1

6!
x6 + . . .

Obsérvese que en el desarrollo de la función seno que es impar solamente hay potencias impares y en la función coseno (par)
solamente hay exponentes pares.

♠♠♠♠

El teorema de Taylor permite estimar el error que se comete al sustituir una función por su polinomio de
Taylor.

Teorema 20 (Teorema de Taylor). Sea f(x) una función n+ 1 veces derivable en un entorno del punto
x = a. En estas condiciones, existe un punto ξ comprendido entre a y x tal que:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

Es decir, la diferencia entre una función y su polinomio de Taylor de grado n puede expresarse como:

Rn =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 ; ξ ∈ (a, x)

Demostración. Vamos a aplicar reiteradamente el teorema de Cauchy a las funciones F (x) = f(x)−P (x)
y G(x) = (x− a)n+1. La primera función es la diferencia entre la función f(x) y su polinomio de Taylor
en el punto a. Ambas funciones y sus n primeras derivadas son nulas en el punto a. Entonces, por el
teorema de Cauchy:

F (x)

G(x)
=

F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=

F ′(ξ1)

G′(ξ1)
ξ1 ∈ (a, x)

Volvemos a aplicar el teorema de Cauchy. Puesto que las derivadas son cero en el punto a:

F (x)

G(x)
=

F ′(ξ1)

G′(ξ1)
=

F ′(ξ1)− F ′(a)

G′(ξ1)−G′(a)
=

F ′′(ξ2)

G′′(ξ2)
ξ2 ∈ (a, ξ1) ⊂ (a, x)

Prosiguiendo el proceso llegaremos a:

F (x)

G(x)
=

F (n+1)(ξ)

G(n+1)(ξ)
ξ ∈ (a, x)

Teniendo en cuenta que F (x) es la diferencia entre la función y su polinomio de Taylor, que G(x) =
(x− a)n+1 y que G(n+1)(x) = (n+ 1)! resulta:

f(x)− P (x)

(x− a)n+1
=

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
; ξ ∈ (a, x)

de donde

f(x) = P (x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 ; ξ ∈ (a, x)


