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Tema 1

Raices y logaritmos

1.1. Potencias.

Una potencia a™, en donde n es un entero positivo es un producto de factores iguales:

a®=a-a-a-...-a
—_————

n factores
El factor que se repite a se llama base de la potencia y el nimero de veces que se repite, n, es el exponente.
Asi definidas, las potencias tienen las cinco propiedades siguientes:
¢ Producto de potencias de la misma base:
a™ - q" = am+n

Para sumar potencias de la misma base, se suman los exponentes.

o Cociente de potencias de la misma base:

Para dividir potencias de la misma base, se restan los exponentes.
¢ Potencia de una potencia:
(@m)" = am
Para elevar una potencia a otro exponente, se multiplican ambos exponentes.
¢ Potencia de un producto:
(MN)" = M"N"
La potencia de un producto es igual al producto de las potencias.

¢ Potencia de un cociente:

AN
N - Nn

La potencia de un cociente es igual al cociente de las potencias.

7



8 TEMA 1. RAICES Y LOGARITMOS

Estas propiedades son sencillas de justificar a partir de la definicién de potencia como un producto de
factores iguales. Por ejemplo, la primera propiedad se demuestra de la siguiente manera:

a®-a"=a-a-a-...cara-a-a-...-a

m factores n factores
=a-a-a-...-a
—_———
m + n factores

— aern

El concepto de potencia puede extenderse a exponentes enteros no positivos de forma que se sigan
cumpliendo las propiedades anteriores:

¢ Si dividimos dos nimeros iguales sabemos que el resultado es 1. Dividamos dos potencias iguales:
l=—=a"=a" = =1

Asi pues, sea cual sea la base, si el exponente es cero, la potencia vale 1.

¢ Sea ahora una potencia de exponente negativo. Para que se cumpla la primera propiedad debe
ocurrir que:

a".a = a—n+n — CLO -1 N o= —

El namero a™" es el inverso de a™.

Asi definidas, las potencias de exponente negativo o cero, cumplen las propiedades enumeradas anterior-
mente. Pero ya no se pueden definir como productos de factores iguales (un nimero no puede multiplicarse
por si mismo un namero negativo de veces).

1.2. Raices.

La raiz cuadrada de un nimero N es otro ntimero que elevado al cuadrado es igual a N. Este ntimero se
representa por v N. Es decir, este nimero cumple que:

(\/N)2:N

Los ntimeros positivos tienen dos raices cuadradas. Por ejemplo hay dos raices cuadradas de 9 que son
+3 y —3 pues cualquiera de estos numeros elevados al cuadrado dan 9. Cuando queramos distinguir entre
la raiz cuadrada positiva y negativa de un nimero pondremos el signo delante. Asi, la raiz positiva de 3
se indica mediante +v/3 y la negativa mediante —/3.

No existe raiz cuadrada de los ntimeros negativos puesto que cualquier ntimero al cuadrado es positivo.
Por ejemplo, la raiz cuadrada de —4 no puede ser ni +2 ni —2 puesto que 22 = (—2)? = 4.

De forma similar se definen las raices cubicas, cuartas, etc. La raiz cubica de IV es un nimero que elevado
al cubo es igual a N. La raiz cuarta de /N es un nimero que elevado a la cuarta es igual a N. Por ejemplo:

V8 =2 porque 23 = 8
V-8=-2 porque (—2)% = —8
V81l =3 porque 3* = 81
V8l =-3 porque (—3)* =81

Todos los niumeros, positivos y negativos, tienen una unica raiz ctbica. Sin embargo, como en el caso
de la raiz cuadrada, los niimeros positivos tienen dos raices cuartas y los nimeros negativos no tienen
ninguna.



1.3. LAS RAICES COMO POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO. 9

En general, la raiz enésima de un nimero N es un numero v/ N que elevado al exponente n es igual a N:
n n
(\/ N) - N
Esta definicién, la podemos expresar también de la siguiente forma:
2"=N <+ z=+VN

en donde se aprecia que la raiz permite despejar una incégnita que esté elevada a un exponente. En la
expresion VN, N es el radicando y n es el indice de la raiz.

En general, existe una tnica raiz de indice impar para todos los niimeros. Los ntimeros positivos tienen
dos raices de indice par y los ntimeros negativos no tienen ninguna.

Las raices tienen las propiedades siguientes:
¢ Raiz de un producto:
La raiz de un producto es igual al producto de las raices.

¢ Raiz de un cociente:

La raiz de un cociente es igual al cociente de las raices.

¢ Raiz de una potencia. Siempre que existan las raices se verifica que:
YN = (YN)"
La raiz de una potencia es igual a la potencia de la raiz.

¢ Raiz de una raiz:

m W _ mw

La raiz de una raiz es una raiz cuyo indice es el producto de los indices.

o Propiedad de simplificacién:
"€/Nm = VN™

El indice de la raiz y el exponente del radicando pueden multiplicarse o dividirse por el mismo
nimero.

1.3. Las raices como potencias de exponente fraccionario.

Podemos pensar ahora qué sentido podemos darle a una potencia de exponente fraccionario como, por
. 1 . .

ejemplo 52. Como en el caso de los exponentes negativos no puede considerarse como un producto de

factores iguales pues no tiene sentido multiplicar 5 por si mismo media vez.

Se trata entonces, de definir este niimero de tal forma que se cumplan las propiedades de las potencias que
hemos visto. Elevando este niimero al cuadrado y aplicando la propiedad de la potencia de otra potencia
resulta:
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1 , . ,
Vemos que 52 es un namero que, elevado al cuadrado, es igual 5. Pero el nimero que elevado al cuadrado
es 5 es /5. Por consiguiente:

5 =5
En general:
1 1\" 1.,
ar = {a puesto que (an) =an"=a =a
y si el numerador es distinto de 1:
m P m m
an = {am puesto que an = (a%) = (% a)m = Vam

Es decir, el denominador del exponente es el indice de la raiz y el numerador es el exponente del radicando.

1.4. Operaciones con radicales.

Vamos a ver algunos ejemplos de las operaciones mas usuales con radicales.

o Extraer factores de la raiz:
V128 = V642 =8V2
V24=18-3=2V3
V2725 = V9t - 3z = 32%V/3x

¢ Introducir factores en la raiz:
5V6 = V25 -6 = V150
3V/10 = V2710 = V270
223V/5x = VA4S - 5 = V207

o Multiplicar o dividir radicales. Si las raices tienen el mismo indice, se multiplican o dividen los
radicandos. Si tienen distinto indice, aprovechando la propiedad de simplificacion, se reducen a
indice comun y después se multiplican o dividen los radicandos:

V18 V6 = V186 = V108
V5 V10 = V58 V102 = V53 102 = V12500
V2 V5a2 V33 = V2626 V548 N/3329 = /108000022
© Suma de radicales. Solamente puede encontrarse una expresion més sencilla en el caso de que los

radicales sean semejantes, esto es, radicales en los que después de extraer factores queden raices
iguales. Si no sucede asi, la suma se deja indicada.

5vV6 4+ 3v6 = (5 + 3)V6 = 86
2v50 +3v32 =2v25 -2+ 3V16-2 =2-5v2 + 3-4V/2 = 10vV2 + 12v2 = 2212
V2-3 esta suma debe dejarse indicada

o Racionalizar denominadores. Se trata de obtener fracciones equivalentes sin raices en el denomi-
nador. La técnica es diferente segin aparezca o no en el denominador una suma o diferencia de
raices:

5  5/3  5/3 5V3
23 2v3v/3 2:3 6
3 3V5* 3V 3V/25
2 2vV3+1)  2(v3+1) 2(V3+1)

-1 (3-1D)B+1) 3-1 2




1.5. LOGARITMOS. 11
1.5. Logaritmos.

Sea a un numero positivo distinto de 1. Se llama logaritmo en base a del nimero N y se representa
mediante log, N a la solucion de la ecuacion ¢ = N:

a®* =N =z =log, N
Ejemplos:
3* =81 =z =log;81 =4
2*=8 = z=1og,8=3
5””:% :>a::10g5%:—1

37 =+/3 :>x:10g3\/§:%

También puede definirse de la siguiente forma. Sea ¢ un namero positivo distinto de 1, se llama logaritmo
en base a del nimero N y se representa mediante log, N al exponente que hay que poner a a para obtener
N.

Ejemplos:
log; 49 = 2 ya que 72 =49
logs 125 =3 ya que 53 =125
log, 2 = % ya que 43 =2

Primeras propiedades:

o Puesto que para a > 0 las potencias de a son positivas, la ecuaciéon a¢* = N no tiene solucién en
el caso de que IV sea negativo o cero. En consecuencia, solamente existen los logaritmos de los
nimeros positivos.

o Puesto que a” = 1, el logaritmo de 1 es igual a 0 en cualquier base:

a’=1+=log,1=0

¢ De la definicion de logaritmo se deducen las siguientes propiedades de simplificacion:

log,a” =z ; a'%sa® = g

1.6. Propiedades de las logaritmos.

¢ Logaritmo de un producto. El logaritmo del producto de dos nimeros es igual a la suma de
los logaritmos de los factores:

log,(MN) = log, M +log, N

Demostracion:

log, M =2 = a"=M

— ZaY) — -ty _ —
log, N—y —>a=N }:Hoga(MN) = log, (a®a?) = log, a® " = z+y = log, M +log, N

¢ Logaritmo de un cociente. El logaritmo del cociente de dos ntimeros es igual a la diferencia de
los logaritmos de los factores:

M
log,, N log, M —log, N

Demostracién:

log, M =2 = a"=M

M a®
— — T=Y g — —
log, N = y o — N } = log, N = log,, i log, a =x—y=Ilog, M —log, N
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¢ Logaritmo de una potencia. El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo
de la base:

log, M"™ =nlog, M

Demostracion:
n factores
—_——
log, M" =log, (M - M -...- M)

n sumandos

=log, M +log, M + ...+ log, M

=nlog, M

¢ Logaritmo de una raiz. El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido
por el indice de la raiz:

1
log, VM = —log, M
n
Demostracion:

1
log, VM =log, M* = —log, M
n

1.7. Cambio de base.

Si conocemos los logaritmos en la base a, pueden calcularse los logaritmos en otra base b mediante:

log, N

log, N =
©8b log, b

Demostracion:

Supongamos que queremos calcular log, V. Si llamamos z a este ntumero:
logg N =2 =0"=N
Aplicando el logaritmo base a en esta ultima igualdad:

log, b =log, N = xlog, b =log, N

Veamos ahora algunas aplicaciones de la férmula del cambio de base:

o Calcular con una aprozimacion a las milésimas logs 60.

Puesto que la calculadora nos da los logaritmos neperianos:

1n 60
log, 60 = " ~ 2 544
085 5

¢ Obtener sin calculadora logs, 16.

Puesto que los dos nimeros son potencias de 2, pasando a esta base:

log, 16 4

log, 32 5

logs, 16 =
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o Demostrar que log% N = —log, N.
Cambiando a la base a:

log, N log, N

log,, % T

log: N = = —log, N

Ejercicio 1. Calcular los siguientes logaritmos:

(a) logs V27 (b) logyg 343 (c) logg %ﬁ (d) loggs £

Solucioén:
1 3
(a) logz V27 = 510g3 27 = 3
1 343 3
(b) logue343 = —272°2 _ 2
log, 49 2
1 3 logs \3/5 % 1
logg —= =logg 1 —1 3—__—°=3V2 __ 3 ___
(c) logy = = logy 1 — logg V3 og, 9 5 =%

(d) logys é =logys 1 — logys 5 = —%
AMAA
Ejercicio 2. Conocido log5 = 0,6990, hallar log 12,5 y log 0,032.
Solucién:
Conocido log 5 se conoce también log 2 ya que:
log 2 = log ? =log10 —log5 =1 —0,6990 = 0,3010

Entonces:

25
log 12,5 = log 5

= log 25 — log 2
=log5% — log 2
= 2log5 — log2

= 20,6990 — 0,3010

= 1,0970

log 0,032 = log

1000

= log 32 — log 1000
=1log2® -3
=5log2—3
=5-0,3010 -3

= —1,4950

AdAA

1.8. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Las funciones definidas por y = a® donde a es un numero positivo cualquiera se llaman funciones
exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la funcion puede escribirse en la base e, es decir como
y = €** con k = Ina positivo o negativo seglin que a sea mayor o menor que 1. Como caracteristicas mas
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:
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kx

© Sea cual sea el valor de z, e es positivo.

o El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asintota horizontal de y = e** en —oo0 0 +00 segin
sea k positivo o negativo.

o La curva y = € no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0, 1).

(0] X

Figura 1.1: FUNCION EXPONENCIAL

Se llaman funciones logaritmicas las definidas por f(z) = log, z. Con ayuda de la formula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier funcién logaritmica puede expresarse como y = k - Inx, donde Inz es el
logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones
citaremos:

¢ Las funciones logaritmicas solo existen para z positivo.
o Larecta z = 0 (el eje de ordenadas) es asintota vertical de y = k- Inz.

¢ La curva y = k - Inz no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1,0).

Y
y=Inx

Figura 1.2: FUNCION LOGARITMICA

1.9. Problemas

1. The function f is given by
37 +1
flz) = prampery for = > 0.

(a) Show that f(z) > 1 for all z > 0.



1.9.

10.

11.
12.

13.

14.

PROBLEMAS

(b) Solve the equation f(x) = 4.
Solve the equation 2 — logs(x + 7) = log% 2z.

The first terms of an arithmetic sequence are

1 1 1 1
logy z’ loggx’ logsox’ logiagz

Find « if the sum of the first 20 terms of the sequence is equal to 100.
Consider
a =logy 3 -logz4-log, 5-... logz; 32
Given that a € Z, find the value of a.
Resuelva la ecuacion 8%~ = 63%. Exprese la respuesta en funcién de In2 y In 3.
(a) Indique el conjunto de valores de a para los cuales la funcién x — log, = existe para todo z € Rt.
(b) Sabiendo que log, y = 4log, x, halle todas las posibles expresiones de y en funcion de .
Find integer values of m and n for which
m —nlogz 2 = 10loggy 6
Resuelva la ecuacion 4% + 2¢+2 = 3,
Find the solution of logy z — logy 5 = 2 4 log, 3.

Sabiendo que:

1 1
logyg (ﬁ (p+ 24)) =3 (log1gp +logig q) ; p>0,¢>0

halle p en funcion de q.
Resuelva la ecuacion logy(x + 3) + logy (z — 3) = 4.

Muestre que
1 +
logszzilong; r,x € R

Resuelva el sistema de ecuaciones:

log, 6 =1+ logy y
1+ logg x = logg (15y — 25)

Solve the following system of equations.

lOgac+1 y=2
togy 4 = §

15
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Tema 2

Combinatoria. Inducciéon matematica

2.1. Combinatoria. Reglas de la suma y del producto

La combinatoria es la parte de las Matemaéticas que trata de contar el nimero de elementos de un conjunto
finito. Problemas tipicos de combinatoria serian calcular el nimero de diagonales de un poligono de n
lados, de cudntas maneras diferentes se pueden repartir cinco cartas de una baraja, etc.

Los dos principios fundamentales para contar los elementos de un conjunto son la regla de la suma y la
regla del producto:

Regla de la suma: El ntimero de elementos de A U B es igual al nimero de elementos de A mas el
namero de elementos de B menos el numero de elementos de AN B:

n(AUB) =n(A4)+n(B) —n(ANB)

Es evidente que si para contar los elementos de AU B sumamos los elementos de A més los elementos de
B, los elementos de A N B los contamos dos veces; por esta razon es preciso restar n(A N B).

La regla de la suma se puede extender facilmente a la unién de més de dos conjuntos. Para tres conjuntos
se escribe asi:

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C) —n(ANB) —n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

Ejercicio 3. En una reunion de 30 personas todas hablan espafiol o francés. Sabiendo que 25 de ellas hablan espafol y
20 hablan francés, jcuantas de ellas hablan ambos idiomas?

Solucion:

Si llamamos E al conjunto de los que hablan espafiol y F' al conjunto de los que hablan francés, se tiene que:
n(EUF)=n(E)+n(F)—n(ENF); 30=25+20—n(ENF)
y resulta n(E N F) = 15.

AMAA

La regla del producto permite calcular el nimero de las posibles configuraciones de un objeto que esta
compuesto de varias partes diferentes.

Regla del producto: Si un objeto esta formado por dos partes diferentes. Si la primera parte puede
configurarse de p formas y para cada una de ellas la segunda parte puede formarse de ¢ maneras diferentes,
el nimero de configuraciones posibles del objeto es pq.

La regla del producto se aplica de la misma manera si el objeto consta de méas de dos partes.

Ejercicio 4. En una carrera participan 10 corredores, ;de cuadntas maneras diferentes pueden repartirse las tres medallas,
de oro, de plata y de bronce?

17
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Figura 2.1: REGLA DE PRODUCTO: SI UN OBJETO ESTA COMPUESTO POR TRES PARTES DIFERENTES QUE
SE PUEDEN FORMAR DE p, ¢ Y 7 MANERAS, EL NUMERO DE POSIBLES CONFIGURACIONES ES pqr

Solucioén:

Vamos a aplicar la regla del producto. La medalla de oro se puede repartir de 10 formas diferentes. Para cada posibilidad
de la medalla de oro, la de plata puede darse de 9 formas y para cada posibilidad de las medallas de oro y plata, la medalla
de bronce la pueden obtener de 8 maneras. Entonces, las medallas puede repartirse de

10-9-8 =720

maneras diferentes.

AdAA

Aunque en muchos problemas de disposiciones ordenadas de objetos puede aplicarse la regla del producto,
hay casos en que no sucede asi. Veamos un ejemplo.

Ejercicio 5. En una urna hay cuatro bolas: una roja, una verde y dos azules. Se extraen las cuatro bolas sucesivamente.
; Cuantos resultados diferentes pueden obtenerse?

Solucioén:

Para la primera extraccion se pueden obtener tres resultados diferentes, bola roja, verde o azul. Sin embargo, para la segunda
extraccion no se puede decir cuantos resultados diferentes se pueden dar. En efecto, si en la primera extraccion ha salido
bola roja, en la segunda puede darse verde o azul, es decir 2 resultados. Pero si en la primera extracciéon ha salido azul, en
la segunda pueden darse 3 resultados, roja, verde y azul. Asi pues, en este caso no se puede aplicar la regla del producto.

Miés adelante se vera como puede tratarse este tipo de problemas. De momento, escribiremos las 12 disposiciones diferentes
que pueden obtenerse:

aarv, aavr, arav, avar, arva, avra, raav, rava, rvaa, vaar, vara, vraa

ANAA

2.2. Permutaciones y variaciones

Se llaman permutaciones ordinarias de n elementos a las distintas maneras de ordenar n objetos. Por
ejemplo, las distintas maneras de disponer en orden las letras {a, b, ¢,d} son:

abed, abde, acbd, acdb, adbc, adch,
bacd, badc, bcad, beda, bdac, bdca,
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba,
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba

El nimero de permutaciones de n elementos lo representaremos por P,.
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El nimero de permutaciones ordinarias se calcula facilmente mediante la regla del producto. En el ejemplo
anterior la primera letra se puede escoger de 4 maneras; una vez elegida la primera, la segunda se puede
elegir de 3 maneras, la tercera de 2 y la cuarta de un solo modo. Es decir:

P,=4-3-2-1=24
0, en general, para n letras:
P,=n-n-1)-n—=2)- ... -2-1

es decir, el producto de todos los niumeros enteros desde n hasta 1. Este numero se llama factorial de
n y se representa por n!. Para que algunas formulas que veremos mas adelante tengan sentido, se toma
ol =1.

Ejercicio 6. Calcular el nimero de maneras diferentes en que se puede ordenar un alfabeto de 26 letras.

Solucion:

Pog = 26! =26-25-24---2-1 = 403291461126605635584000000.
AdAA

Si a partir de m elementos se forman disposiciones ordenadas de n elementos, se habla de variaciones.
Si los elementos no pueden aparecer repetidos, las variaciones se llaman ordinarias; en caso contrario,
es decir, si pueden repetirse, se llaman variaciones con repeticiéon. Las variaciones con repeticion se
tratan en otro apartado.

Ejercicio 7. Formar las variaciones ordinarias de tres elementos que pueden formarse con las letras del conjunto A =
{a,b,c,d}.

Solucion:

Las variaciones ordinarias son:

abc, abd, acb, acd, adb, adc, bac, bad, bca, bed, bda, bdc,
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbc, dca, dcb.

AdAA

El nimero de variaciones ordinarias puede obtenerse a partir de la regla del producto. El primer elemento
se puede elegir de m modos distintos, para cada uno de ellos, el segundo de m — 1 modos, el tercero de
m — 2, etc. Llamando V,, ,, al nimero de variaciones de m elementos tomados de n en n, este nimero es
igual a:

Vion=m(m—-1)(m—-2) ... (m—n—+1)
es decir, al producto de n factores enteros decrecientes a partir del nimero m.
Si en la formula anterior se multiplica y divide por (m —n)(m —n —1) ... 1, resulta:
Vion = mim—-1)(m-2) ... (im—n+1)

mim—1)(m-=2) ... (m—n+1)(m—-—n)im—mn-—-1) ... 1
(m—n)im—-mn—-1) ... 1

m!
(m —mn)!
Ejercicio 8. Con un alfabeto de 26 letras, ;cuantas palabras de 5 letras distintas pueden formarse?
Solucion:

Se trata de un problema de variaciones ordinarias, equivale a calcular el nimero de maneras de disponer ordenadamente 5
de las 26 letras. La solucion es:

Vae,5 =26 -25-24 - 23 - 22 = 7893600

ANAA
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2.3. Combinaciones

En muchos casos, el orden en que aparecen los distintos elementos no tiene importancia para la resolucién
de problema. Por ejemplo, cuando se mezclan 3 colores, el orden en que se haga la mezcla carece de
relevancia para el resultado final. En el juego de la loteria primitiva, el orden en que se escogen los 6
nameros tampoco tiene importancia.

Sean m objetos distintos. Se llaman combinaciones de estos m elementos tomados de n en n, a los
distintos conjuntos de n elementos que pueden formarse con los m elementos de partida, de tal forma
que los conjuntos se distingan por tener elementos distintos, siendo irrelevante el orden en que estén
colocados.

De una forma maés técnica, dado un conjunto de m elementos, las combinaciones de estos elementos
tomados de n den n son los subconjuntos de n elementos que pueden formarse a partir de las m elementos.
Hay que darse cuenta de la diferencia, las variaciones y permutaciones son disposiciones, distintas formas
de ordenar los elementos. Las combinaciones son subconjuntos y, en consecuencia, el orden en que aparecen
los elementos es irrelevante.

Por ejemplo con los 5 elementos del conjunto {a,b, ¢, d, e}, pueden formarse las siguientes combinaciones
de 3 elementos:

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {a,c, e},
{a,d,e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d,e}, {c,d, e}

Para calcular el nimero de combinaciones no se puede aplicar directamente la regla del producto ya que
en una combinacién no hay primer elemento, segundo elemento, etc.

Sin embargo, hay una relacién entre el nimero de variaciones y el nimero de combinaciones. Con cada
combinacion de n elementos, pueden formarse n! variaciones permutando los n objetos. Por ejemplo, con
la primera combinacién {a, b, c} se pueden formar las siguientes 6 variaciones:

abc, acb, bac, bca, cab, cba.

Por consiguiente, el nimero de variaciones de m elementos tomados de n en n es n! veces mayor que el
ntimero de combinaciones. Llamando C,, ,, al nimero de combinaciones de los m elementos tomados de
n en n, se tiene

Vinon m!
Cmn = nl nl(m—n)

Ejercicio 9. ;De cuantas maneras diferentes se pueden repartir 5 cartas de una baraja de 40 cartas sin que importe el
P p p J q p
orden? ;En cuantas de ellas no estd presente el as de oros? ;En cuantas esta presente el as de oros?

Solucion:

El niimero de maneras es el niimero de combinaciones de 40 elementos tomados de 5 en 5:

Y 40-39-38-37-36
Caop = —25 _ — 658008.
’ 5! 5.4-3-2-1

Si el as de oros no esta presente hay que formar grupos de 5 cartas con las 39 que quedan. El nimero de modos de elegir 5
cartas de 39 es:
Vags  39-38-37-36-35

Cag s = 395 _ — 575757.
395 = ) 5.4-3-2-1

Si el as de oros ha de estar presente deben elegirse 4 cartas entre las 39 restantes para completar el grupo de 5. El ntimero
de modos de elegir 4 de 39 cartas es:
Vaga  39-38-37-36

Clag s — - — 82951.
39,4 = Ty 4.3.2.1

Obsérvese que, como cabria esperar, la suma de los dos tltimos resultados es igual al primero.

ANAA
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De acuerdo con el razonamiento que hemos seguido para calcular el nimero de combinaciones podemos
volver a formular la regla del producto de la siguiente forma:

Nueva regla del producto: para el caso de que un objeto esté formado por varias partes equivalentes
o intercambiables el nimero de configuraciones del objeto es el producto del nimero de configuraciones
de las partes dividido por el factorial del namero de las partes (figura 2.2).

Figura 2.2: REGLA DE PRODUCTO EXTENDIDA: SI UN OBJETO ESTA COMPUESTO POR TRES PARTES
IGUALES O INTERCAMBIABLES QUE SE PUEDEN FORMAR DE p, ¢ Y ¥ MANERAS, EL NUMERO DE POSIBLES
CONFIGURACIONES ES pqr/3!

2.4. Nameros Combinatorios. Férmula de Newton

En ocasiones se utiliza otra notacién para el nimero de combinaciones. Los ntimeros combinatorios (Z‘)
(se lee m sobre n), se definen de la siguiente forma:

m Cmpn sin#0
n) 1 sin=20
Los nimeros combinatorios tienen dos propiedades importantes:

-(1)=6")

Esta propiedad se entiende facilmente con el siguiente ejemplo. Supongamos que un examen consta
de 10 preguntas de las que hay que contestar solamente 8. El nimero de maneras de escoger las
preguntas es Cg g = (180). Ahora bien, es evidente que es lo mismo escoger las 8 preguntas que se
van a contestar, que las 2 preguntas que no se van a contestar. Estas 2 preguntas se pueden escoger

de Cg o = (g) maneras. Entonces debe ocurrir que

10\ /10
8) \2
Esta propiedad se puede interpretar como que el nimero de maneras de elegir los elementos que

forman parte de una combinacién es igual al nimero de maneras de elegir los que quedan fuera de
dicha combinacién.

(=)0
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Esta propiedad permite obtener las combinaciones formadas con determinado nimero de elementos
a partir de las combinaciones formadas con un elemento menos. El Ejemplo 9 puede ayudar a
comprender esta propiedad. El nimero de combinaciones que se pueden formar con las 40 cartas
de la baraja son (450). Este nimero se puede considerar como suma de las (359) en las que no esta

presente el as de oros y las (349) en las que si esta presente. Resulta entonces:

40\ /39 n 39

5) \5 4
Aprovechando esta segunda propiedad, los numeros combinatorios pueden disponerse de la siguiente
manera:

18 28 56 70 5628 8 1
126 84 36 9 1

1 10045 (120 2100252 210 (120 45 {10 1

19 36 84 1% |

o bien en forma de tabla:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0|1
1|1 1
2 |1 2 1
3 (1 3 3 1
4 |1 4 6 4 1
5 |1 5 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
71 7 21 3 35 21 7 1
8 |1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 |1 9 36 & 126 126 84 36 9 1
10 |1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

que se conoce como tridngulo de Tartaglia o de Pascal. En la primera fila aparecen los ntimeros combi-

natorios para m = 1, es decir ((1)) y (}), en la segunda fila estén los nimeros combinatorios para m = 2,

(g), @) y (g), etc. Los nameros que aparecen en los extremos de cada fila son iguales a 1 y los demas se

obtienen sumando los dos nimeros que tiene encima (aqui es donde se aplica la segunda propiedad de los
nimeros combinatorios).
Las férmulas del cuadrado del binomio:
(a+b)* =a®+ 2ab+ b
y del cubo:

(a+b)° = a® + 3a%b + 3ab® + b°
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se generalizan con ayuda de los nimeros combinatorios a la formula de Newton:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = (O)a —|—<1>a b—|—(2)a b° + —|—<n_1>ab +<n>b

Si en lugar de una suma queremos hallar la potencia de una diferencia, basta cambiar en la férmula de
Newton el signo més por menos en los términos en los que el exponente de b es impar.

2.5. Induccién matematica

Consideremos la formula de Newton escrita en la siguiente forma:

(1+a2)" = (g) + (?>x+ (Z)ﬁ Fot (n” 1)35”_1 n (Z)x

Para demostrar este tipo de teoremas en cuya formulacién interviene un parametro entero (n en este
caso), se utiliza un razonamiento que se conoce como demostracién por induccion.

La demostracién por induccién consiste en lo siguiente:
— Se demuestra el teorema para un valor inicial nyg.

— Se demuestra que si el teorema es cierto para un valor cualquiera del pardmetro k, también se
cumple para el valor siguiente k + 1.

— Con ello queda demostrado el teorema para todos los valores del pardmetro mayores que nyg.

Veamos unos ejemplos:

Ejercicio 10. Demostrar que para n mayor o igual que 1 se cumple que:

nn+1)(2n+1)

Z$2:12+22+32+...+n2: 5
=1

Solucion:

— Para n =1 se cumple ya que:

L, 1-(141)-(2-141)
daf=1
x=1

=1
6

— Supongamos que el teorema se cumple para n = k:

k
212:12+22+32+~-+k2: k(k+1)(2k+1)
6

=1

Debemos demostrar que en este caso también se cumple para n = k + 1. Es decir:

k+1
1 2)(2
Zx2:12+22+32+~~-+k2+(k+1)2:(]H_ JE+2)(2k+3)
=1 6
En efecto:
k+1 k

ZZQZZZQ+(1€+1)2
=1

=1

_ k(k+ 1)6(2k+1) k1)

_k(k+1)(2k+1) 4 6(k 4+ 1)2
6

_ (k+1)(k(2E+1) +6(k+1))
6

_ (k+1)(2k% + Tk 4 6)
B 6

_ (E+1)(k+2)(2k+3)
6
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— Como consecuencia de los dos apartados anteriores, el teorema estd demostrado para n > 1.
LY Y]

Ejercicio 11. Demostrar por induccién que:

Z F >V
para n 2 2n € Z.
Solucioén:
— Se cumple para n = 2:

i _V2+1

7 V2
V2(V2+1) 242
2 T2

>@:\/§

sl
sw

— Supongamos que se cumple para n = k:
r==k 1
SN —=>Vk
r=1 \/;
y veamos que, entonces, se cumple para r =k + 1:
r=k-+1

>z

1 1
—+ >VEk4+ ——
VT 7;1\/; Vk+1 VkE+1
_VRVEFT+1  VRVE+L
T VE+1 VE+1
k+1
T Ve

— De los dos apartados anteriores se deduce que la formula se cumple para n > 2.

=Vvk+1

ANAA

Ejercicio 12. Demostrar por induccién la formula de Newton para n > 1:

(1+2)" = (g) + <T>z+ (Z>x2 ot (ni l)x"—l + <Z>x"

Solucion:

— Es evidente que se cumple para n = 1.

— Supongamos que se cumple para n = k:

= (o) + (ot (et + (1 e ()t

Demostraremos que, en este caso, también se cumple para n = k + 1, es decir:

(1+2)F+1 = (kgl) + (kirl)aw (kgl)z2+~-~+ (:i)wk*l + (kzl)””hr (:i)xm

En efecto, paran =k + 1:
1+a)* ! =(1+2)* (1 +2)

=[O+ (e Qe (5 )t + ()] 4+

o

’ (](j)IJr <11C)$2 ot <k ﬁ 2)”51%1 + (kﬁl)xk + (Dzk“
)

S E UM R (i Ea
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— De los dos apartados anteriores se deduce que la formula se cumple para n > 1.

ANAA

2.6. Subconjuntos y particiones de un conjunto

Dado un conjunto formado por m elementos A = {ay,a2, ... an}, hemos visto que el nimero de
subconjuntos de n elementos es Cy, . El nimero total de subconjuntos es la suma de los subconjuntos
de 0 elementos més los subconjuntos de 1 elemento, més los de 2, etc:

() () () ()

Podemos calcular esta suma a partir de la féormula de Newton:

weaer= () () () e ()=

El ntimero total de subconjuntos es, por tanto, igual a 2.

Una particién de un conjunto es una descomposicién del conjunto en varios subconjuntos disjuntos de tal
forma que todos los elementos del conjunto pertenezcan a algin subconjunto.

El ntimero de particiones de un conjunto depende del tamano de los subconjuntos y de si son del mismo
tamafio o no. Lo vamos a ver con unos ejemplos.

Ejercicio 13. A partir de 12 jugadores:

(a) ¢De cuantas formas pueden formarse un equipo de 5, uno de 4 y uno de 3 jugadores?
(b) ;De cuantas tres equipos de 4 jugadores?
(¢) De cuantas un equipo de 6 y dos de 3 jugadores?

Solucioén:

(a) Puede aplicarse la regla del producto, el primer equipo puede formarse de C12,5 maneras. Una vez formado este
equipo, el segundo puede formarse de C7 4 maneras y una vez formado el primero y el segundo, el tercero queda
determinado. El nimero de particiones es:

N =C12,7-C74-C33 =

(b) En este caso las tres partes son intercambiables. El nimero de particiones es:

N = 01274'6;?,4 Caa _

(¢) El primer equipo puede elegirse de C12,6 maneras. Los otros dos son equivalentes y se pueden formar de
Ce,3-C3,3
2!
maneras. En total:
C -Ce,3 - C
N = G126 2(:‘,3 33 _

AMAA

2.7. Variaciones y permutaciones con repeticién

Vamos a considerar ahora agrupaciones ordenadas de objetos en las que estos pueden aparecer repetidos.
El caso mas sencillo es el de las variaciones con repeticién. Estas son iguales que las variaciones
ordinarias salvo que los elementos pueden aparecer repetidos. De forma mas precisa, supongamos que
tenemos m objetos diferentes, se llaman variaciones con repeticion de estos m elementos tomados de n
en n a las distintas disposiciones de n elementos distintos o no, que pueden formarse a partir de los m
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elementos de partida, de forma que se diferencien por tener elementos distintos o por estar dispuestos en
distinto orden.

Por ejemplo, las variaciones de los elementos {a, b} tomados de 3 en 3, son:

aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb

Para calcular las variaciones con repeticién puede aplicarse la regla del producto, el primer elemento
puede elegirse de m formas distintas. Puesto que los elementos pueden repetirse, lo mismo ocurre con el
segundo, el tercero, etc. Todos pueden elegirse de m formas. Por consiguiente:

n

VRpyn=m-m-m-...-m=m

Ejercicio 14. A partir de los elementos del conjunto {1, x,2}, jcuantas variaciones de 14 elementos pueden formarse?
Solucioén:

Se trata de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 14 en 14. El niimero de estas variaciones es:

V Rs,14 = 314 = 4782969
LY T

Nos planteamos ahora el siguiente problema: con las letras de la palabra PARADA, ; cuantas ordenaciones
distintas podemos formar?. Si en la palabra no apareciesen letras repetidas, se trataria de permutaciones
ordinarias. Puesto que la A se repite 3 veces se trata de permutaciones con repeticion. El numero de
permutaciones en este caso lo indicaremos como PRg 3. Esto quiere decir que tenemos 6 elementos y uno
de ellos se repite 3 veces.

En general, el nimero de permutaciones con repeticién se expresa de la siguiente forma:
PRn,rl,rg,...

y asi indicamos que tenemos n elementos de los cuales uno se repite r; veces, otro ro veces, etc. Podemos
calcular el nimero de permutaciones con repeticion de forma similar a como calculamos las combinaciones.
Suponiendo que todos los elementos fuesen diferentes, el nimero de permutaciones seria n!. Si un elemento
se repite r veces, por cada permutaciéon con repeticion hay r! permutaciones ordinarias. de aqui que:

n!

PRTLJ‘I;TZwu = | |
T1:T2: ...

Por ejemplo, con las letras de la palabra parada pueden formarse las siguientes permutaciones:

6
PRgj = 5 =120

Ejercicio 15. Calcular el nimero de maneras de ordenar las 16 fichas del parchis.
Solucién:

Se trata de permutaciones con repeticion de 16 elementos entre los que se repiten 4 veces las fichas rojas, 4 veces las fichas
verdes, 4 veces las fichas amarillas y 4 veces las fichas azules. Por tanto, el nimero de permutaciones es:
|

16!
PRi6,4,4,44 = a4 - 63063000

AMAA

2.8. Problemas

1. Quince nifios y diez nifias estan sentados en una sola fila.

(a) ¢De cuantas maneras distintas se pueden sentar en una sola fila, de forma que los nifos y las nifias estén en
dos grupos separados?
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2\* 2\3
. Find the constant term in the expansion of (z - f) <x2 + 7) .
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(b) Se escogen a dos nifios y a tres nifias para que vayan al teatro. ;De cudntas formas distintas se puede realizar
esta seleccion?

. En una convocatoria de exdmenes de prueba, un alumno de un colegio tiene que hacer 18 examenes incluido el de

Fisica, el de Quimica y el de Biologia. No le estd permitido hacer consecutivamente dos de estos tres exdmenes.No
existe ninguna otra limitacion relativa al orden en el que puede hacer el resto de los examenes.

Halle el nimero de 6rdenes distintos en los que se pueden hacer estos 18 exidmenes.

. A team of 6 players is to be selected from 10 volleyball players, of whom 8 are boys and 2 are girls.

(@) In how many ways can the team be selected?
(b) In how many of these selections is exactly one girl in the team?
(¢) If the selection of the team is made at random, find the probability that exactly one girl is in the team.

. Three boys and three girls are to sit on a bench for a photograph.

(a) Find the number of ways this can be done if the three girls must sit together.
(b) Find the number of ways this can be done if the three girls must all sit apart.

. A number of distinct points are marked on the circumference of a circle, forming a polygon. Diagonals are drawn by

joining all pairs of non-adjacent points.
(1) Show on a diagram all diagonals if there are 5 points.

(11) Show that the number of diagonals is w if there are n points, where n > 2.
(1) Given that there are more than one million diagonals, determine the least number of points for which this is

possible.

. Find the number of ways in which seven different toys can be given to three children, if the youngest is to receive

three toys and the others receive two toys each.

. A team of four is to be chosen from a group of four boys and four girls.

(a) Find the number of different possible teams that could be chosen.

(b) Find the number of different possible teams that could be chosen, given that the team must include at least
one girl and at least one boy.

x x

(a) Desarrolle y simplifique

(-2)

(b) A partir de lo anterior, determine el término constante del desarrollo

(22% +1) (a: - 3)4

T

10. The coefficient of 22 in the expansion of

1 8
(* + 59:)
T

is equal to the coefficient of z* in the expansion of (a + 5x)7, a € R. Find the value of a.

11. Use the method of mathematical induction to prove that 52 — 24n — 1 is divisible by 576 for n € Zt.
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Tema 3

Polinomios y ecuaciones

3.1. Polinomios. Valor numérico.

Un polinomio es una expresién en la que aparecen operaciones indicadas de sumas y productos entre
nameros y una variable z (indeterminada):

P(z) = apa"™ + ap_12" " 4+ +ayw + ag

Los ntimeros ag, a1, ..., se llaman coeficientes del polinomio y cada uno de los sumandos es un monomio.
El exponente de x en cada sumando es el grado del monomio y el mayor de todos ellos es el grado del
polinomio. El coeficiente del monomio de mayor grado es el coeficiente principal del polinomio.
El coeficiente del término de grado cero, esto es, el nimero que no multiplica a x se llama término
independiente del polinomio. Es decir:

n: grado del polinomio
an: coeficiente principal
ap: término independiente

Por ejemplo 223 — 422 + 7z — 1 es un polinomio de grado 3, su coeficiente principal es 2 y el término
independiente es —1. El polinomio 22 — x es de grado 2, su coeficiente principal es 1 y el término
independiente es 0.

El valor numérico (o simplemente valor) de un polinomio para z = a es el namero que se obtiene
sustituyendo en el polinomio la indeterminada z por a. El valor del polinomio P(z) para = a se
representa por P(a).

Sea, por ejemplo, el polinomio:
P(z) = 22" — 52% + 4o — 2
Calculemos su valor numérico para z = —3:
P(-3)=2-(-3)*-5-(=3)2+4-(-3) -2
=2-81-5-9+4-(-3)—2

=162—-45-12-2
=103

El valor numérico de un polinomio se calcula facilmente mediante la Regla de Ruffini. Supongamos que
queremos calcular el valor numeérico para x = a. Escribimos los coeficientes del polinomio en orden
descendente (completando con ceros cuando falte algun término). Multiplicamos el primer coeficiente por
a y sumamos este producto al segundo coeficiente. El nimero asi obtenido lo volvemos a multiplicar por

29
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a 'y se lo sumamos al tercer coeficiente. Repitiendo el proceso, el tltimo namero que obtenemos es el valor
numérico del polinomio.

Veamos un ejemplo. Sea de nuevo el polinomio:
P(z) = 22* — 52% + 4o — 2
Calculemos su valor numérico para x = —3:
2 0 -5 4 =2
-3 -6 18 =39 105
2 -6 13 -35 103

Mas adelante veremos otra forma de interpretar los nimeros que se obtienen mediante la regla de Ruffini.

3.2. Raices de un polinomio.

Un namero 7 es raiz de un polinomio si el valor numérico del polinomio para x = r es cero.
r raiz de P(z) < P(r) =0

Para calcular las raices del polinomio P(x) se resuelve la ecuacion P(xz) = 0. De esta manera, resulta
sencillo calcular las raices de los polinomios de primer y segundo grado.

Recordemos que para polinomios de segundo grado, la existencia y el niimero de las raices depende del
valor del discriminante.

Sea el polinomio de segundo grado P(x) = ax? + bx + c. Las raices de este polinomios son:
—b+ Vb? — dac —b— b2 —4dac
e ———— y r9g = —/—m———
2a 2a

El nimero A = b? —4ac se llama discriminante del polinomio. Segtin los valores del discriminante tenemos:

1

o A > 0: el polinomio tiene dos raices diferentes r1 y rs.

o A = 0: las dos raices coinciden. El polinomio tiene por consiguiente una sola raiz que podemos
llamar 5.

o A < 0: el polinomio no tiene raices.
Para calcular las raices de polinomios de grado superior, resulta util la siguiente propiedad: las raices
enteras de un polinomio con coeficientes enteros son divisores del término independiente:
. 2 3
r raiz de ag + a1 + agx” + azx” + - - -
ao + arr + agr® +azr’ +--- =0
apg = —a1r — a2r2 — CL3’I‘3 —

ap = —r(a1 + aor +azgr® +--+)

I

r es divisor de ag

Por ejemplo, las raices enteras del polinomio z® — 622 + 2 — 4 han de ser divisores de 4. Por tanto sélo
pueden ser —1,1, =2, 2 —4 y 4.

3.3. Teoremas del factor y del resto.

Teorema del factor. Si r es raiz de un polinomio, éste es divisible por  — r

r raiz de P(z) <= P(z) = (x — r)Q(z)



3.4. DESCOMPOSICION FACTORIAL DE UN POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO. 31

Demostracion:
© Sea r raiz del polinomio P(z), es decir, P(r) = 0.
o Si se divide P(x) por & — r se obtiene un cociente Q(z) y un resto R que cumplen:
Px)=(x—r)Q(z)+ R
o Parax =r:
Pir)y=(r—-r)Q(r)+R = R=P(r)=0
y por consiguiente P(z) = (z — r)Q(z).

De acuerdo con el teorema del factor, si 7 es una raiz de un polinomio, en su descomposiciéon factorial
aparece un factor z —r. Si este factor aparece repetido dos veces, esto es, si en la descomposicion factorial
aparece el factor (z — r)?, entonces la raiz r se llama doble. Si apareciese el factor (z — ) la raiz seria
triple, si apareciese (v — 7)* seria cuadruple, etc.

Teorema del resto. El valor numérico del polinomio para x = a es igual al resto de dividir ese polinomio
por = — a.

Demostracién:

Supongamos que al dividir P(z) por  — a da un cociente C(z) y un resto R. Estos polinomios cumplen
que:

y para z = a:

Pla)=(a—a)Q(a)+ R=R

3.4. Descomposiciéon factorial de un polinomio de segundo grado.

Segun el valor del discriminante A = b% — 4ac, el polinomio de ax? + bz + ¢ puede tener cero, una o dos
raices. Si aplicamos el teorema del factor, en cada uno de estos casos, el polinomio se descompone de la
siguiente forma:

o A > 0. En este caso, el polinomio tiene dos raices 1 y r2. De acuerdo con el teorema del factor, en
su descomposicion factorial deben aparecer los factores x — r1 y * — 2. Puesto que el coeficiente
de 22 es a la descomposicién en factores debe ser:

az? +bx +c=alz —r)(x —19)

¢ A = 0. El polinomio tiene una sola raiz r12. Este caso es igual que el anterior suponiendo que las
dos raices son iguales. La descomposicién es:

az? + bz + ¢ = a(z — r12)*

o A < 0. El polinomio no tiene raices. No puede descomponerse en factores.

Ejercicio 16. Descomponer en factores los polinomios (a) 1822 — 9z — 2 (b) 422 — 4z +1 (¢) 22 +z + 1
J

Solucion:

(a) Calculamos las raices del polinomio 1822 — 9z — 2:

9+ 81 F+144 9+15 {n -
xr = = =

36 36

wlN

1
ro=—g

La descomposicion factorial es:

18m2—9m—2:18~(z—§) (a:—&—%) = (3z —2) (6z + 1)
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(b) Como en el caso anterior:

4+ 16 — 16 1
r= - =

8 2
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Puesto que el discriminante es cero, el polinomio tiene una raiz doble. Su descomposicion factorial es:

1\ 2
4x274$+1=4-(3375> = (22 —1)?

(¢) El discriminante de este polinomio es menor que cero. El polinomio no puede descomponerse en factores.

ANAA

Se llaman polinomios primos o irreducibles aquéllos que no pueden descomponerse en factores de
grado inferior. Los polinomios de primer grado son primos puesto que multiplicando polinomios de grado
inferior (polinomios de grado cero,es decir, nimeros) no puede obtenerse un polinomio de primer grado.

Acabamos de ver que los polinomios de segundo grado con discriminante menor que cero también son
primos. Puede demostrarse que no existen polinomios primos distintos de estos. En consecuencia, todo
polinomio puede descomponerse como producto de polinomios de primer grado y de polinomios primos

de segundo grado.

3.5. Regla de Ruffini.

La regla de Ruffini:

2 0 =5 4 =2
-3 -6 18 -39 105
2 -6 13 =35 103

puede interpretarse como una divisiéon en la que:

Dividendo: 204 — 522 + 42 — 2
Divisor: z+3

Cociente: 223 — 622 + 132 — 35
Resto: 103

La regla de Ruffini facilita la busqueda de las raices enteras de un polinomio y su descomposicién factorial.

Veamos un ejemplo.

Ejercicio 17. Descomponer en factores el polinomio 6x* — 1723 — 722 + 40z — 12.

Solucion:

Buscamos raices enteras. Estas deben ser divisores del término independiente 12. Las posibles raices enteras son +1, 42,

+3, £4, £6 y £12. Probemos con —1 y +1:

6 —-17 -7 40 —12 6 —17 -7 40 -12
-1 -6 23 —-16 —24 1 6 —11 —18 22
6 —23 16 24  —36 6 —-11 —18 22 10
Vemos que ni —1 ni 41 son raices del polinomio. Probemos con —2 y +2:
6 —-17 -7 40 -12 6 —-17 =7 40 -—12
-2 —12 58 —102 124 2 12 —-10 —-34 12
6 —29 51 —62 112 6 -5 -17 6 0

El niimero 2 es una raiz del polinomio, por consiguiente x — 2 es un factor y podemos escribir:

6zt — 1722 — 72 + 40z — 12 = (z — 2)(62% — 522 — 172 + 6)
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Busquemos ahora factorizar 62 — 522 — 17z + 6. Ya hemos visto que —1, 1 y —2 no son rafces. Probemos de nuevo con 2:
6 -5 -—17 6
2 12 14 -6
6 7 -3 0

Tenemos de nuevo la raiz 2. Podemos escribir que:
6zt — 172 — 72? + 40z — 12 = (2 — 2)(62% — 522 — 17z + 6)
= (x —2)(z — 2)(62% + Tz — 3)
= (z —2)%(62% + Tz — 3)
Las raices del polinomio 6x2 + 7z — 3 las obtenemos resolviendo la ecuacién de segundo grado:

_ TV -TEn {n:
- 12 T12

| colm
Njw

622 +72—-3=0 = =z
ro =

con lo que el polinomio factorizado queda finalmente:

6zt — 172 — 72? + 40z — 12 = (z — 2)2(622 + Tz — 3)

:(1—2)2-6(93—%) (x+;)

=(x—-2)2 Bzx—1)(2z+3)

ANAA

3.6. Ecuaciones de primer grado.

El procedimiento general para resolver una ecuacién de primer grado es el siguiente:

¢ Quitar denominadores multiplicando todos los términos de la ecuaciéon por el minimo comun
miiltiplo de todos ellos.

¢ Quitar paréntesis.
o Agrupar términos.
¢ Despejar la incognita.

Veamoslo con un ejemplo:

Ejercicio 18. Resolver la ecuacion:

4 Az +2 52+ 6
r —4(—2z+1)—f70+:2(x—3)+ g”;

Solucioén:

¢ Multiplicamos ambos miembros por 10 y simplificamos:
10(z — 4) 10(—4z + 2) 10(5z + 6)

0
—10-4(—2z+1) — =10-2(z—3
5 (Z2z+1) 10 @=3)+—

2(x —4) —40(—2z 4+ 1) — (—4z + 2) = 20(x — 3) + 5(bz + 6)
¢ Quitamos paréntesis:

2z — 8 + 80x — 40 + 4z — 2 = 20z — 60 + 25z + 30
¢ Reducimos y agrupamos términos:

86z — 50 = 45z — 30

86x — 45z = 50 — 30
41z =20

¢ Finalmente despejamos y obtenemos la solucién:
20
T=—
41
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Si después de agrupar términos se encontrase una ecuacion del tipo 0 - = b con b # 0 querria decir que
la ecuacion no tiene solucion, pues ningtin niimero multiplicado por 0 da un producto distinto de cero. Si
se encontrase una ecuacion 0 - x = 0 querria decir que todo ntimero es solucién, pues cualquier niimero
multiplicado por cero da cero.

3.7. Ecuaciones de segundo grado.

En la ecuacién de segundo grado az? 4 bx + ¢ = 0 se despeja la incognita 2 mediante la férmula conocida:
—b+Vb% —4dac
r= -——
2a

El ntimero de soluciones depende del signo del discriminante A = b? — 4ac. Si éste es positivo, la suma
de las dos soluciones vale:

—b+ Vb% — dac n —b—Vb? —4ac 20

b
L1t T2 = 2a 2a 2a a

y su producto:

b+ Vb2 —dac —b—+b*—4ac bv*— (b* —4ac) 4dac ¢

Tt = 2a 2a - 4a? T4z "

Si el coeficiente principal vale 1 la suma y el producto de las soluciones son:

1+ o9 = —b; T1To = C (a=1)
Ejercicio 19. Obtener una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean z1 = —3, y z2 = 7.
Solucioén:

Si a = 1 tenemos queda:
Ty +ax2=-3+7=4=—-b; r1x0 = —3-T=-21=c¢
y la ecuacion es:
22 —dx—21=0
A la misma ecuacion se llega escribiéndola en forma factorizadas:
(x+3)-(z—=7)=0

ANAA

Ejercicio 20. Resolver la ecuacion:

2x(3 — 2-2

z(3 —x) _ b 4?4 59
3 6 6

6z — 1+
Solucion:

Empezamos quitando denominadores multiplicando todos los términos por 6:
6-2¢(3—x) 6 (522 —2) 6 - 59
B 6

— 6422
3 6 o

6-6z2—6-1+

3622 — 6 + 12¢ — 4a? = 522 — 2 — 2422 + 59
Quitamos paréntesis y agrupamos términos en el primer miembro:
3222 4+ 122 — 6 = —19z2 4 57
5122 4+ 122 —63 =0
1722 + 42 —21=0

—4+V41+4-17-21 21
T = = 1 =1; To = ——
217 17

ANAA
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La formula de la ecuaciéon de segundo grado permite calcular z en ecuaciones del tipo az* + bz? + ¢ =0
(ecuaciones bicuadradas). Llamando ¢ = 2 estas ecuaciones se escriben:

b+ VP —14 b+ VP —14
A’ $bt+e=0 — t—g= VT TTI0 g [P ENT T

2a 2a

y de forma parecida se resuelven ecuaciones del tipo az® + bz + ¢ = 0 y similares.

Ejercicio 21. Resolver la ecuaciéon 4 — 1322 + 36 = 0.

Solucioén:
Despejando:
s 13++v132-4-36 13+£5
xr° = =
2 2

que nos da las soluciones:

?=9 = v =-3 =4 = v =2

=3 T =2

ALAAL

3.8. Ecuaciones irracionales.

Se llaman asi las ecuaciones en que la incdgnita aparece bajo el signo de raiz. Para resolver estas ecuaciones
seguiremos los siguientes pasos:

¢ Despejar la raiz.

¢ Elevar ambos miembros de la igualdad al cuadrado.
¢ Resolver la ecuacién resultante.

o Comprobar las soluciones.

El dltimo paso es necesario porque, al elevar al cuadrado, la ecuacién que resulta es de grado superior y
puede tener mas soluciones que la ecuacién original, aparte de que puede tener soluciones para las que la
raiz cuadrada no tenga sentido. Por ejemplo, la ecuacion

r—1=3

tiene una sola soluciéon x = 4, pero la ecuaciéon
(x —1)% = 32

tiene dos soluciones x =4y x = —2.

Ejercicio 22. Resolver la ecuacién V40 — 22 +4 =z

Solucioén:

Despejamos la raiz:

VA0 —z22 =z —4

Elevamos al cuadrado:

(\/40—&82)2:(:10—4)2 — 40-22=2%—8z+16

Resolvemos
=26
0=222-8r—-24 — 2?>—-42-12=0 =— { )
= —
Si comprobamos las soluciones vemos que z = 6 es valida pero x = —2 no lo es, porque para este valor el primer miembro

es igual a 10 y el segundo a —2.

ANAA
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3.9. Ecuaciones de grado superior al segundo.

Estas ecuaciones deben resolverse factorizando el polinomio con los métodos aprendidos en el tema ante-
rior.

Ejercicio 23. Resolver la ecuacion z3 — 622 + 3z + 10 = 0.

Solucion:

Buscamos una raiz entera entre los divisores de 10:

1 -6 3 10 1 -6 3 10
1 1 -5 -2 -1 -1 7 =10
‘ 1 -5 -2 8 ‘ 1 -7 10 0

Vemos que —1 es una raiz del polinomio y que, por consiguiente, x+ 1 es un factor. Descomponemos el polinomio en factores
y la ecuacién queda:

(€ +1)(z? — T2 +10) =0

No es preciso seguir descomponiendo el polinomio pues una vez que lo tenemos factorizado en polinomios de primer y
segundo grado ya podemos resolver la ecuacion. Igualando a cero cada uno de los factores resulta:

r+1=0 — x1=-1
x2—7x+1020 = x2=2; x3=25

ANAA

3.10. Relaciones de Cardano.

Hemos visto que, si a y 3 son las raices del polinomio de segundo grado az? + bx + ¢ se cumple

b
atf=—2 af =

Las formulas que relacionan las raices con los coeficientes de un polinomio se llaman relaciones de Cardano.
Sean «, 3 y 7 las raices del polinomio ax® + bz? + cx + d. Por el teorema del factor tenemos que

az® +bx? +cx +d=a(x —a)(z - B)(z —7)
Desarrollando el segundo miembro:

ax® + ba? +cx +d=alz —a)(z - B)(z —7)

=a[z’ — (a+ B+7)z* + (af + ay + fy)x — apy]

E igualando los coeficientes resulta
c

b
atBfty=-—5 aftoy+fy=-_;

d
afy=——
a a

Estas son las relaciones de Cardano para el polinomio de tercer grado. Por el mismo procedimiento se
pueden obtener formulas similares para polinomios de grado superior.

3.11. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Hay que tener en cuenta que de la definiciéon de logaritmo

log, N=2z <= a*=N
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se desprende que en igualdades de este tipo, un exponente se despeja como logaritmo de la misma base,
y que el argumento de la funcién logaritmo se despeja como una exponencial de la misma base.

Para transformar las ecuaciones hasta obtener igualdades de este tipo deben aplicarse las propiedades de
las potencias y logaritmos.
Ejercicio 24. Resolver la ecuacion Inz3 — Inz = In(2z + 15)
Solucion:
Aplicando la propiedad del logaritmo del cociente:
23
In — = In(2z + 15)
x
Inz? = In(2z + 15)
2?2 =2z 415
2222 -15=0

Las soluciones de esta tltima ecuacién son * = 5y z = —3. Esta tltima no puede ser solucién de la ecuacion original porque
no existen logaritmos de nimeros negativos.

ANAA

Ejercicio 25. Resolver la ecuaciéon 5713 — 52—1 — 3120 = 0
Solucioén:
Aplicando las propiedades de las potencias de la misma base:
5$
535% — 5 —3120=0

Quitando denominadores y despejando:
625 - 5% — 5% — 15600 = 0
(625 — 1)5% = 15600
15600
=——=25
624
y, por consiguiente, x = 2.

x

ANAA

3.12. Inecuaciones.

Una inecuacion es una desigualdad que se satisface solamente para algunos valores de las incognitas que
son las soluciones de la inecuacién. Ejemplos de inecuaciones son:

z—4

3r+5>a; 322 —br+6<0; <5

Tz +2
Una inecuaciéon puede transformarse en otra equivalente casi con las mismas reglas que una ecuaciéon. Es
decir, pueden cambiarse sumandos de uno a otro miembro cambiandoles el signo y pueden multiplicarse
ambos miembros de la desigualdad por el mismo nimero positivo.

Unicamente hay que tener en cuenta que si se multiplican o dividen los dos miembros por el mismo
numero negativo, hay que cambiar el sentido de la desigualdad. Por ejemplo:

Sr <10 = < = <2 sin embargo

—Hr<1l0 = x>— — x>-2

Asi, una inecuacién de primer grado puede resolverse de forma préacticamente igual que una ecuacion.
Veamos un ejemplo.
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Ejercicio 26. Resolver la inecuacion:

2(z — 3) < z 3(x—2)
5 2 10
Solucion:
Aplicamos el mismo procedimiento que para resolver una ecuaciéon de primer grado. Si debemos multiplicar o dividir por
un numero negativo, cambiaremos el sentido de la desigualdad:
10-2(z — 3) 10~:v+10-3(x—2)

10z <
5 -2 10

4(x —3) — 10z < 5z + 3(z — 2)
4r — 12— 10z < b5x+3x —6
—6x—12<8x—6

—6x — 8z < —6+12

— 14z <6

6 . 3
x> — o bien x> —=
—14 7

La solucion puede expresarse también como el intervalo [f% oo).

ANAA

De forma general, para resolver una inecuacién de cualquiera de las formas

se procede de la forma siguiente:
o Se calculan las raices del polinomio P(z).

¢ Las raices obtenidas en el apartado anterior dividen la recta real en varios intervalos. Se calcula
el signo del polinomio en cada uno de los intervalos.

¢ La solucion estd formada por los intervalos que cumplen la inecuacion.

Para ver si el polinomio toma valores positivos o negativos en un intervalo basta probar con un ntmero
del intervalo. Ademas debe tenerse en cuenta que en las raices simples (o de multiplicidad impar) el
polinomio cambia de signo y en las raices dobles (o de multiplicidad par) el polinomio no cambia de
signo. Veamos un ejemplo.

Ejercicio 27. Resolver la inecuaciéon z? — 2z —3 > 0

Solucioén:

Las raices del polinomio son 1 = 3 y 2 = —1. Son raices simples.

Estudiamos el signo del polinomio. Tenemos el siguiente esquema de signos:

w —4 O

Como buscamos los intervalos en los que la funcién es positiva, la solucion es:

(—o0, —1) U (3, 00)

ANAA

Ejercicio 28. Resolver la inecuaciéon 23 — 22 — 8z +12 < 0
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Solucion:

Para calcular las raices, descomponemos en factores el polinomio buscando sus raices enteras:

y tenemos una primera factorizacion 23 — z? — 8z + 12 = (z — 2)(22 + = — 6).

Las raices de 22 4+ — 6 son 2 y —3. Por consiguiente, tenemos que:
22— 2?2 —8x +12=(z —2)%(z +3)

Las raices del polinomio son z1 = 2 (doble) y z2 = —3.

El signo del polinomio responde al siguiente esquemas:

Obsérvese que en & = 2 que es una raiz doble, el polinomio no cambia de signo.

La solucion de la inecuacion propuesta es el conjunto (—oo, —3] U {2}

AdAA

Otro tipo de inecuaciones importantes son las de la forma:
P(z)

P(x) | .
Q 0 Q@Y

x)
donde P(z) y Q(z) son polinomios. Este problema se reduce al caso anterior si tenemos en cuenta que

el signo de ggig es igual que el de P(2)Q(x). Unicamente hay que tener en cuenta que en las raices del

denominador no existe la fraccion y, por consiguiente, no pueden ser soluciones. Vedmoslo con un ejemplo.

>0

<0;

Ejercicio 29. Resolver la inecuacion:

_ .2

-5

z+1 =
Solucioén:

Las raices del numerador son 2, —2; para estos valores de x la fraccion es igual a cero. La raiz del denominador es —1; para
este valor de z la fraccion no existe. Calculemos el signo del cociente de polinomios:

Hemos indicado con el simbolo # (no existe) la raiz del denominador z = —1. Del diagrama de signos se desprende que la
solucion de la inecuacion es (—oo, —2] U (—1,2].
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Ejercicio 30. Resolver la inecuacion:

2
— 2
x x 4+ <

2
T

Solucioén:

Escribimos la inecuacion como:

2 _ 2 _
x x+272§0 — T 3x+2<0
T T
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Las raices del numerador son x = 1 y x = 2. La raiz del denominador es x = 0. El esquema de signos es:

? 0 0

- | + | - | +
! ! !
0 1 2

La solucion es (—o0,0) U [1,2].

ANAA

3.13. Problemas

1. Cuando se divide 223 + kx2? + 6z + 32 y 2* — 622 — k22 + 9 entre = + 1, en ambos casos se obtiene el mismo resto.
Halle los posibles valores de k.

2. El polinomio 23 + pa? + gz +r es exactamente divisible entre (z — 1), entre (z — 2) y entre (z —4). Hallar los valores
dep,qyr.

3. Let f(x) = x* + pa3 + gz + 5 where p, q are constants. The remainder when f(z) is divided by (z + 1) is 7, and the
remainder when f(x) is divided by (z — 2) is 1. Find the value of p and the value of g.

4. Solve (Inz)? — (In2)(Inz) < 2(In2)2

5. Let f(x) = 2* + pa® + qx + 5 where p, q are constants. The remainder when f(z) is divided by (x + 1) is 7, and the
remainder when f(z) is divided by (z — 2) is 1. Find the value of p and the value of q.

6. When 22 + 4x — b is divided by = — a the remainder is 2. Given that a,b € R, find the smallest possible value for b.

7. When the polynomial 323 + ax + b is divided by (x — 2), the remainder is 2, and when divided by (z + 1), it is 5.
Find the value of a and the value of b.

8. The equation 523 4 4822 4 100z 4+ 2 = a has roots r1, r2 and 3. Given that r1 +ro +r3 —rirers = 0, find the value
of a.
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Trigonometria

4.1. Angulos

Hasta ahora se han considerado los 4ngulos como la porcién del plano comprendida entre dos semirrectas
con el origen comun. De esta manera, la medida de un angulo estd comprendida entre 0 y 360 grados.
En este capitulo, un dngulo va a ser también considerado como la medida de un giro. Asi, los angulos
podran ser mayores de una vuelta (360°) y podréan tener dos sentidos: contrario al movimiento del reloj
al que asignaremos signo positivo, o segtin el movimiento del reloj al que asignaremos angulos negativos.

Figura 4.1: MEDIDA DE UN ANGULO EN RADIANES

Representaremos los angulos sobre una circunferencia centrada en el origen de coordenadas tomando
como origen de angulos el eje OX. Ademaés de los grados sexagesimales, utilizaremos como unidad para
medir dngulos el radian. La medida de un &ngulo en radianes es igual a la longitud del arco dividida por
el radio:

_longitud del arco [

radio r

Como el arco de circunferencia correspondiente a una vuelta mide 277, el d4ngulo correspondiente (360°)
mide 277 /r = 27 radianes. El dngulo llano (180°) mide 7 radianes y el angulo recto 7/2. Para pasar de
grados a radianes se multiplica por 7/180 y para pasar de radianes a grados por el inverso de este nimero
180/7. Un radian es aproximadamente 57,2958°.

Algunos calculos se simplifican utilizando el radian como medida de dngulos. Por ejemplo la longitud de
un arco de circunferencia es | = ry y el area de un sector circular es S = %7’24,0.

41
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Angulos inscritos en una circunferencia. Se llaman asi los angulos que tienen su vértice sobre una circunferencia y sus
lados son secantes de ella. Los angulos inscritos tienen las siguientes propiedades:

¢ El angulo inscrito es igual a la mitad del angulo central que abarca el mismo arco.
¢ Todos los angulos inscritos en el mismo arco son iguales.

¢ Los angulos inscritos en una semicircunferencia son rectos.

4.2. Razones trigonométricas de angulos agudos

En un tridangulo rectangulo, llamemos a a la hipotenusa y b y ¢ a los catetos; A sera el angulo recto y B
y C los angulos agudos tal como se representa en la figura: B es el angulo opuesto al cateto by C es el
adngulo opuesto al cateto c.

B A

Figura 4.2: TRIANGULO RECTANGULO

Entre los elementos del tridngulo se cumple una relacién entre los lados, el teorema de Pitagoras:
a’ =b 4 ¢

y una relacién entre los dngulos:
B+ C =90° (B y C complementarios)

Vamos a definir unas funciones que relacionan los lados y los dngulos de un triangulo rectangulo. Estas
funciones son las siguientes:

cateto opuesto b

sesnB= —————— = —
hipotenusa a

cateto contiguo ¢

cos B = —g = -
hipotenusa a

cateto opuesto b

tg B = LAtero opuesto - = -
cateto contiguo ¢

Para el angulo C, estas funciones serian:

c b c
senC = — cosC = — tgC = -
a a b
Las reciprocas de estas funciones se llaman cosecante, secante y cotangente:
1 1 1
cosec B = sec B = cotg B = ——
sen B cos B & tg B

Cuando se utilizan para resolver tridngulos rectangulos, las férmulas anteriores pueden recordarse de esta
manera:
seno del angulo opuesto

un cateto = hipotenusa X )
coseno del angulo comprendido
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tangente del angulo opuesto (al 1)
un cateto = otro cateto X

cotangente del angulo comprendido (por el 1°)

4.3. La escuadra y el cartabén

La escuadra es un triangulo rectangulo isésceles. Sus angulos agudos son ambos iguales a 45. El cartabén
es un tridngulo rectangulo cuyos dngulos agudos son iguales a 30 y 60.

La escuadra puede considerarse como el tridngulo rectangulo que se forma cuando un cuadrado se divide
en dos tridngulos mediante la diagonal. El cartabén es el tridngulo resultante de dividir un tridngulo
equilatero en dos partes iguales mediante una altura. Las proporciones entre las longitudes de los lados
de estos triangulos aparecen reflejadas en la figura adjunta.

15°
30°
V2
. 2
/ .
: 60°
il AN
1 1

Figura 4.3: LA ESCUADRA Y EL CARTABON

De la figura se deducen los siguientes valores para las razones trigonométricas de los dngulos de 30, 45 y
60.

30 45 60
seno 1 V2 V3
2 2 2
coseno v3 V2 1
2 2 2
tangente L 1 V3
V3

4.4. Razones trigonométricas de angulos cualesquiera

Representemos el dngulo ¢ sobre una circunferencia centrada en el origen y tomemos el eje de abscisas
como origen de angulos. A cada angulo ¢ le corresponde un punto de la circunferencia de coordenadas
E(z,y) (extremo del arco). Las razones trigonométricas de ¢ se definen a partir de las coordenadas de
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44
_ 71‘\\‘\
/ E(z,y)
/ g \
/ (o A
[ ! \
| \ \
\ % v /
\\ /"
\
\
\\
N -
\\\;\\ ////
Figura 4.4: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS CUALESQUIERA
este punto:

ordenada de £y

senp = —————— =
radio T

abscisade £z

cosy = radio T
¢ - ordenada de E Y
89~ bscsade E =

Si el radio de la circunferencia es igual a 1, el seno es la ordenada y el coseno la abscisa del extremo del

arco.

Figura 4.5: SIGNO DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Puesto que el seno, coseno y tangente se han definido a partir de las coordenadas de un punto, pueden
ser positivos o negativos dependiendo del cuadrante en que se encuentre el punto. En la figura 4.5 se han
representado los signos de las tres funciones en cada cuadrante.

Los puntos de corte de la circunferencia con los ejes de coordenadas se corresponden con los dngulos de
0° (o 360°), 90°, 180° y 270°. La abscisa y la ordenada de estos puntos cuando la circunferencia tiene
radio 1 son, respectivamente el coseno y el seno de esos angulos. Estos valores se han senalado también

en la figura.
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Conocida una de las razones trigonométricas de un angulo, pueden calcularse las demés (salvo el signo)
por medio de las siguientes relaciones:

sen x
o tgxr =
Ccos T
sen x 4
=5 = - =tgz
Ccos T z
-
o sen®z +coslz =1
2 2 2 2 2
9 s Y ot +ytort
sen” x + cos x——2+—2—72——2—1
r r r r
o 1+tgles =
cos? x

Se obtiene de la igualdad anterior dividiendo por cos? x

o 1+ cotg?ax = "

Igual que la anterior pero dividiendo por sen?z

La primera de las formulas relaciona las tres funciones de modo que conocidas dos de ellas puede calcularse
la tercera. Las siguientes relacionan seno con coseno, coseno con tangente y seno con cotangente.

4.5. Resolucién de triangulos

Figura 4.6: TEOREMA DEL SENO

Un triangulo tiene tres lados a, b y ¢, y tres angulos A, B y C. Conocidos tres de estos elementos que no
sean los angulos, pueden calcularse los otros tres. Para ello son ttiles los siguientes teoremas:

Teorema 1 (Teorema del seno). En un tridngulo las longitudes de los lados son proporcionales a los
senos de los angulos opuestos:

a b c

senA senB senC

La constante de proporcionalidad es el didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Demostracion. En la figura anterior, la altura h, divide el tridgngulo ABC' en dos tridngulos rectangulos.
De aqui que:
b c

he=0" C = B = =
sen ¢ sen sen B senC
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A
A
ey _— // \ ~__
N e \\
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1N /
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// i \\\ // \\
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\ i / \ /
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\\/ R
@ C
B ‘\\ _— &

Figura 4.7: ANGULOS INSCRITOS Y TEOREMA DEL SENO

También puede demostrarse el teorema del seno a partir de la propiedad de los 4ngulos inscritos en una
circunferencia:

Sea el angulo « inscrito en una circunferencia que abarca un arco con una cuerda c (ver figura 4.7).
Construimos otro angulo sobre el mismo arco en el que uno de sus lados es un didmetro de la circunferencia.
Este angulo también valdra a puesto que estd inscrito en el mismo arco que el anterior. Pero, dado que
el angulo inscrito en una semicircunferencia es recto, el tridngulo A’ BC' es rectangulo y

Cc
seno = —

2R

es decir, el seno de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual al cociente de la cuerda y el didmetro.

A partir del resultado anterior deducimos (figura 4.7 derecha):

a
A= —

sen 5
b a b c

senB:2R 2R_senA_senB_senC’
c

sen C' =

sen °R

es decir, los lados de un tridngulo son proporcionales a los senos de los angulos opuestos y la razén de
proporcionalidad es el didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

O
Teorema 2 (Teorema del coseno). Un lado al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los otros
dos menos el doble del producto de estos dos lados por el coseno del angulo que forman:

a2 =0b%+c* —2bccos A

b* = a® + ¢* — 2accos B

?=a%?+4b%>—2abcosC



4.6. AREA DE UN TRIANGULO 47

Figura 4.8: TEOREMA DEL COSENO

El teorema del coseno permite calcular también los dngulos cuando se conocen los lados:

b2+ % —a?

A:
€08 2be
2 2 12
cosp = Lot b
2ac
24 p2_ 2
cosC:a—i—ic

2ab

Demostracion. De la figura 4.8 se deduce:

a®> =m?+ h?

=(b—n)>+n°
=b? 4 n? —2n + h? (y puesto que n? + h? = c?)
=b>+c* —2bn (y como n = ccos A)

=02+ % — 2bccos A

4.6. Area de un triangulo

Como es sabido, el drea de un triangulo es igual a la mitad de la base por la altura. Como base se puede
tomar cualquiera de los lados de forma que, por ejemplo:

1
S:?aha

En la figura 4.6, h, = bsen C de modo que:
1
S = 5 @ b senC'

es decir, el area de un triangulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del d&ngulo
que forman.

Si se conocen los tres lados, puede calcularse el area por la formula de Herén:

S = \/p(p —a)(p—"b)(p—rc) (p = semiperimetro)
Esta formula puede demostrarse a partir del teorema del coseno como se vera mas adelante.

De la formula de Herén podemos calcular la longitud de las alturas del tridngulo. En efecto, de:

1

S=—aha vy S=vpp—a)p-b)p—c)
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se deduce que:

ha == Vo= )0~ 0)p—0)

e igualmente se obtendria:

W =3 Vol — )= 00

he=2 Vol = o= Do o)

4.7. Cevianas

Se llaman cevianas los segmentos o rectas que unen un vértice con un punto del lado opuesto.

Por el teorema del seno se verifica que:

q1 [ q2 c

sen a1 senfB; ’ sen oo sen fB2

Despejando ¢ en ambas igualdades:

qisenpB1  gzsenf
sen ap sen ap

y también, puesto que:

LN de la formula anterior resulta, a = ks

, =
sen B2  sen i pisena;  p2senasg

Consecuencias:

— Si la ceviana es una bisectriz, a1 = a2 y entonces:
a _ q2

p1 p2

Los segmentos en que la bisectriz divide al lado opuesto son proporcionales a los lados contiguos (teorema de la
bisectriz).
— Si la ceviana es una mediana, g1 = g2 y se cumple que:

p1sen o = pz sen ag

La mediana divide al dngulo del tridngulo en angulos cuyos senos son inversamente proporcionales a los lados
contiguos.

4.8. Reduccién al primer cuadrante

Por la simetria de la circunferencia, basta conocer las razones trigonométricas de los angulos del pri-
mer cuadrante para poder calcular las de todos los angulos. Las férmulas que relacionan las razones
trigonométricas de cualquier angulo con los del primer cuadrante son las siguientes:

¢ Angulos que difieren en un nimero entero de vueltas.



4.8. REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE

/ E(w,y)
/ :
/ AN
/ A
/ Y
| ) P
( ) \
I |
\ © /¢ "
\ /
\ /
/
E'(z,~y)
-
o Angulos suplementarios.
//’ - T
E’(z,K By
/ \
/ i 18007 —@ \
(" VY \\
|
\ © J
\ /
\\\ /

sen(360°k + ) = sen p
cos(360°k + @) = cos ¢
tg(360°k + ) =tge

sen(—¢) = —senp
cos(—p) = cos
tg(—p) = —tgp

sen(180° — ¢) =seng
cos(180° — ) = —cosp
tg(180° — ) = —tgp

49
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o Angulos que difieren en 180°.

\ E(@:9)

E'(—x,—y)

o Angulos que suman 360°

J

\ E(@,9)

E'(z,—y)

TEMA 4. TRIGONOMETRIA

sen(180° + ¢) = —sen
cos(180° + ¢) = —cos ¢
tg(180° + ¢) = tgyp

sen(360° — ¢) = —sen ¢
cos(360° — ) = cos
tg(360° —¢) = —tgyp

sen(90° — ¢) = cos p
cos(90° — ) = senp
tg(90° — ) = cotgp
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4.9. Suma de angulos

/ - | I senacos 3

Figura 4.9: SUMA DE ANGULOS

Las razones trigonométricas de la suma de dos dngulos « y £ se relacionan con las razones trigonométricas
de los sumandos por las siguientes férmulas:

sen(a + 3) = senacos B + cos asen
cos(a + ) = cosacos B — sen arsen 8

tga+tg B

tg(a+ ) = T tgated

De la figura (ver figura 4.9) se deduce que:
sen(a+ 8) = AE
= AB+ BE
= sen « cos 3 + cos a:sen 8

De la misma forma se obtiene:

cos(a+ ) = OA
=0A — AA
= cosacos 3 — senasen 3

La féormula de la tangente se obtiene el seno entre el coseno:

te(a + B) sen(a + 3) sen o cos 3 + cos acsen 3
« = =
& cos(a + f) cosacos 3 — senasen 3
sen a cos 3 cos asen 3
_ cosacosf cosacosf3 tga+tg B
cosacosB senasenfS 1 —tgatgf

cosacos 3 oS acos 15}

Las formulas para la diferencia de dngulos podemos obtenerlas sustituyendo en las formulas de la suma

8 por —f:
sen(a — ) = sen [a + (—/3)]

sen o cos(—f) + cos awsen(—f3)

= sen acos 3 — cos asen 8
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y de forma similar:

cos(aw — B) = cosacos B + senasen 8

tga —tg B
tgla — ) = ——=—
gla—p) 1+tgatgf

4.10. Angulo doble y angulo mitad

Si en las férmulas de la suma se hace 8 = « resulta para el d&ngulo doble:

sen 2a = 2 sen « cos «

cos 2a = cos? o — sen? o
2tg o
tg2a = g2
1-tg°a

A partir de estas formulas podemos deducir otras para el angulo mitad.Puesto que:

cos?a+sen’a =1

cos? a — sen? a = cos 2«

Sumado y restando estas dos ecuaciones resulta:

9 1+ cos2a 9 1 —cos2a
cos"a=——"—; sen” o= ————

Estas formulas se utilizardn posteriormente en el tema de calculo integral. Haciendo el cambio a = 5 (y
por tanto 2a = A) obtenemos las siguientes formulas para el dngulo mitad:

sené— 1—cosA cosé— 1+ cosA té— 1—cosA
2 -V 2 2 =V 2 82 " V1tcosa

Las raices deberédn tomarse con signo més o menos dependiendo del cuadrante en que se encuentre el
angulo mitad.

4.11. Férmulas de transformacién en producto

Sumando y restando las férmulas de la suma y de la diferencia de dngulos se obtiene:

sen(a—i—ﬁ):senozcosﬁ+cosozsenﬁ} . {sen(a+b’)+sen(a—6):QSenacos,B

sen(a — ) = senaccos 3 — cos asen 3 sen(a + ) — sen(a — B) = 2cosasen
Y de la misma forma:

cos(a—i—ﬁ):cosacosﬁ—senasenﬂ} . {cos(a+ﬁ)+cos(a—ﬁ):2cosacosﬂ

cos(a — ) = cosaccos B + sen acsen 3 cos(a + ) — cos(a — f) = —2senasen

llamando e+ = Ay a—f = B (y, por tanto, a = AJFTB yB= A_TB), estas formulas se pueden escribir:

A+ B A—B A+ B A—B
sen A + sen B = 2sen + cos sen A — sen B = 2 cos + sen
2 2 2 2
A+ B A—B A+ B A—B

cos A + cos B = 2 cos 5 cos 5 cos A —cos B = —2sen 5 sen 3



4.12. FUNCIONES CIRCULARES. 53

4.12. Funciones circulares.

Las funciones y = senz, y = cosx e y = tgx asi como sus reciprocas cosecante, secante y cotangente,
tienen la particularidad de que son periédicas de periodo 2w, es decir toman valores iguales cada 27
radianes. La funcién tangente tiene un periodo mas pequeno de 7 radianes.

Como se ve (figura 8.7), las graficas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en 7. La

funcién tangente tiene asintotas x = £(2k +1)5 para k =0, 1, 2, ...

=tgz
Y =senx y &
Y = COST
1
/" \ TN /
X \
/ x & i 3T
/ \ 2 \ 2 2 2 2m
o ™ 27 o ™
/
\ / "
-1

Figura 4.10: FUNCIONES CIRCULARES

Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se definen
de la siguiente manera:

o arsen x es el angulo (en radianes) comprendido entre —5 y 7 cuyo seno vale .

o arcos x es el angulo comprendido entre 0 y 7 cuyo coseno vale z.

¢ artg x es el angulo comprendido entre —% y 7 cuya tangente vale x.

4.13. La férmula de Herdn

Anteriormente ya vimos la férmula de Herén que da el drea de un tridngulo cuando se conocen los tres lados:
a+b+c
2

Ahora demostraremos esta formula. Hemos visto que el drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos lados
por el seno del angulo comprendido:

S=+plp—a)p-blp—c); p=

1
S=—-bcsenA
2

Por otra parte, por el teorema del coseno sabemos que:
b% 4+ ¢ —a?
2bc

La demostracion se basa en obtener el seno de A de la segunda de estas formulas para sustituirlo en la primera:

cos A =

Puesto que
sen? A =1—cos? A= (14 cos A)(1 — cos A)
vamos a calcular los dos factores 1 + cos A y 1 — cos A, a partir del teorema del coseno:

b2+c?—a? b+c2+2c—a®  (b+c)2—a?  (bt+c+a)b+c—a)

1+cosA=1+

2bc 2bc 2bc 2bc

Como hemos llamado p al semiperimetro tenemos que b+ ¢+ a = 2p y ademas:

b+c—a=b+ct+a—2a=2p—2a=2(p—a)
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con lo que tenemos que

(b+c+a)(b+c—a):2p-2(p—a):2p(p—a) (@1
2bc 2bc be

De la misma forma obtenemos para 1 — cos A:

P+c?—a? a?-02—c?+2c a?—(b—0c)? (a+b—c)la—b+c)

1+cosA=

1l—cosA=1-— = =
2bc 2bc 2bc 2bc
En funcion de semiperimetro esto se puede escribir como:
b— —-b 2(p—c)-2(p—0b 2(p—b)(p —
| —eosA latb=—ola=btc) 2(p—c)-2(p-b) _20-bp-0) (4.2)
2bc 2bc be

Ya podemos obtener el seno de A:
2p(p—a) 2(p=b)(p—c) _4p(p—a)lp—-b)(p—c)

sen? A = (1+cosA)(1 —cosA) = ” ” a2

con lo que:
2
sen A = ——/p(p— a)(p = b)(p — ©)
y sustituyendo en la féormula del area:
1 1 2
§=5besend=cbe——Vplp—a)p—b)p—c) =Vl —a)p—bp—c)
De las formulas 4.1 y 4.2 y teniendo en cuenta que:
A 1—cosA
tg — = _
2 1+ cos A
se obtienen las siguientes formulas para los angulos de un tridngulo cuando se conocen los lados:
A 2p(p — B 2p(p—b C 2p(p —
gl = pp—a) B _ pe—b) O p(p —c)
2 (p—b)p—c 2 (p—a)p—o 2 (p—a)(p—1b)

que se conocen como férmulas de Briggs.

4.14. Problemas

1. (a) Show that
sin 260
1+ cos 20
(b) Hence find the value of cot % in the form a + bv/2, where a,b € Z.
2. Given A ABC, with lengths shown in the diagram below, find the length of the line segment CD.

= tan6

C

diagram not to
scale

A 7 B

3. The radius of the circle with centre C is 7 cm and the radius of the circle with centre D is 5 cm. If the length of the
chord AB is 9 cm, find the area of the shaded region enclosed by the two arcs AB.

diagram not to
scale
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4. The diagram shows a tangent, (T'P), to the circle with centre O and radius r. The size of POA is 0 radians.

(a) Find the area of triangle AOP in terms of r and 6.
(b) Find the area of triangle POT in terms of r and 6.
(¢) Using your results from part (a) and part (b), show that sen < 6 < tg6.

5. The points P and Q lie on a circle, with centre O and radius 8 cm, such that POQ = 59°.

&

Q diagram
not to scale

Find the area of the shaded segment of the circle contained between the arc PQ and the chord [PQ)].

6. The vertices of an equilateral triangle, with perimeter P and area A, lie on a circle with radius r. Find an expression
for % in the form %, where k € ZT.
sin3x  cos 3z
7. Let f(z) = — - .
sinz cosw
(@) For what values of = does f(x) not exist?
sin3z  cos3x

(b) Simplify the expression — -
sinz cosx

8. In the triangle ABC, ABC = 90°, AC = v/2 and AB = BC + 1.

1
a) Show that cos A —sinA = —.
(@) V2
(b) By squaring both sides of the equation in part (a), solve the equation to find the angles in the triangle.
(¢) Apply Pythagoras’ theorem in the triangle ABC to find BC, and hence show that

V6 -2

sin A =
4

(d) Hence, or otherwise, calculate the length of the perpendicular from B to [AC].

9. Compruebe que

cos A + sen A

=sec2A + tg2A
cos A — sen

10. Dos discos, uno de 8 cm de radio y otro de 5 cm de radio, se colocan de tal forma que se estén tocando. Se ata un
trozo de cuerda alrededor de los dos discos, tal y como se muestra en el siguiente diagrama.
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la figura no estd
dibujada a escala

Calcule la longitud de cuerda que se necesita para rodear los discos.

11. (a) (1) Express cos (% + ) in the form acosx — bsinz where a,b € R.
(11) Hence solve V3cosz —sinz = 1; 0<z<2m.
(b) Let p(z) =223 — 22 — 22+ 1.
(1) Show that z =1 is a zero of p.
(1) Hence find all the solutions of 223 — 22 — 2z + 1 =0.

(111) Express sin 26 cos @ + sin? § in terms of sin 6.
(rv) Hence solve sin20 +sin? 6 = 1 for 0 < 6 < 27.

12. A rectangle is drawn around a sector of a circle as shown. If the angle of the sector is 1 radian and the area of the
sector is 7 cm?, find the dimensions of the rectangle, giving your answers to the nearest millimetre.

diagram not to scale

13.  (a) Given that:

(5) #actan (5) =t ()
arctan { — | + arctan ( — | = arctan | —
5 8 p

where p € Z, find p.
(b) Hence find the value of

1 1 1
t - t = t - .
arctan (2) —+ arctan (5) + arctan (8)
14. A circle of radius 4 cm, centre O, is cut by a chord [AB] of length 6 cm.

diagram not to scale

A

(a) Find A/O\B, expressing your answer in radians correct to four significant figures.
(b) Determine the area of the shaded region.
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15.  (a) Solve the equation 3cos?xz — 8cosz + 4 = 0, where 0 < = < 180°, expressing your answer(s) to the nearest
degree.
(b) Find the exact values of sec x satisfying the equation 3sec? z — 8sec? z 4+ 4 = 0.

16. The triangle ABC is equilateral of side 3 cm. The point D lies on [BC] such that BD = 1 cm. Find cos DAC

T
17.  (a) Dibuje aproximadamente el grafico de y = ‘cos Z’ para 0 < z < 8.

1
(b) Resuelva ‘cosz) = para 0<z< 8.

18. La siguiente figura muestra dos circulos que se cortan, de radios 4 cm y 3 cm. El centro C' del circulo pequeno esta
situado en la circunferencia del circulo grande. O es el centro del circulo grande, y los dos circulos se cortan en los

puntos Ay B
B
A
Halle:
(a) BOC;

(b) el area de la region sombreada.
19. Halle todas las soluciones de la ecuacion tan x + tan 2z = 0 donde 0° < z < 360°.
20. En el triangulo ABC, AB =5 cm, BC = 12 cm, ABC = 100°.
(a) Halle el area del triangulo.
(b) Halle AC.
21. El granjero Bill posee un terreno rectangular de 10 m por 4 m. Bill ata una cuerda a un poste de madera situado en
una esquina de su terreno, y ata el otro extremo de la cuerda a su cabra Gruff.
(a) Sabiendo que la cuerda tiene una longitud de 5 m, calcule el porcentaje del terreno de Bill en el que Gruff
puede pastar. Dé la respuesta aproximando al nimero entero més proximo.
(b) Bill sustituye la cuerda de Gruff por otra que tiene una longitud a, 4 < a < 10, de modo que ahora Gruff puede
pastar exactamente en la mitad del terreno de Bill.
Muestre que a satisface la ecuacion:

4
a® arsen (7) +4va? — 16 = 40

a

(¢) Halle el valor de a.

22. La siguiente figura muestra un sector circular, donde AOB = x radianes y la longitud del arco AB = % cm. Sabiendo
que el area del sector circular es igual a 16 cm?, halle la longitud del arco AB.

.
.

/ B

= |

\
;A
s

-

— -

23. Resuelva la ecuacion sen 2z — cos2x = 1+ senz — cosx para « € [—7,7].
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24. Una funcion viene dada por f(z) = Asen(Bz) + C, -7 < x < m, donde A, B,C € Z. En la siguiente figura se

representa el grafico de y = f(z).
.l.
6
L
(53
. 54 —
/™ 2
/ \'-. ,"Ilr Y
T 1 T T 7 T
-% 4 3 [/ _m _® LR 3n T
. 4 )2 4 V42 4
NS —14 '\./lIf
T
-, -1
L G

(a) Halle el valor de A, By C.
(b) Resuelva f(z) =3 para0 <z <.
25. El triangulo ABC tiene un area de 21 cm?. Los lados AB y AC tienen una longitud de 6 cm y 11 cm, respectivamente

Halle los dos posibles valores de la longitud del lado BC.

26. Considere la ecuacion:
3—-1 3+1
V3 + V3+ =4V2; O<x< g

sen x cos
Sabiendo que

T V6—V2 ™ V6+V2

=T Y ST

™

sen —
12 4
(a) Verifique que x = 75 es una solucion de la ecuacion.
(b) A partir de lo anterior, halle otra solucién para 0 <z < 7

27. ABCD es un cuadrilatero en el que AB = 6,5; BC' = 9,1; D = 10,4; DA =7,8 y CDA = 90°. Halle ABC, y dé la

respuesta aproximando al nimero de grados mas préximo.
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Geometria

5.1. Ecuacién punto-pendiente y explicita de la recta.

En Geometria Analitica las rectas se representan mediante ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
Los puntos de la recta son las soluciones de la ecuacién. Por ejemplo, la ecuacién

3z+4y =5

representa a una recta. Si queremos obtener puntos de esta recta, basta calcular soluciones de la ecuacion.
Dando un valor a una de las incognitas y calculando el valor correspondiente de la otra obtenemos un
punto. Por ejemplo, en la ecuaciéon anterior, dando a x el valor —1 se obtiene para y:

r=-1 = 3(-1)+4y=5; 4y =8 ; y =2

de modo que el punto (—1,2) es un punto de la recta dada.

Una ecuacion de primer grado puede escribirse de muchas formas diferentes, con paréntesis, sin paréntesis,
con denominadores, sin denominadores, etc. Dependiendo como se escriba la ecuacion, sus coeficientes
tienen un significado u otro como caracteristicas de la recta. Seguidamente, veremos las formas més
convenientes de escribir la ecuacién de una recta.

Supongamos que una recta estd definida por un punto P(xg,yo) y el angulo que forma con la direccion
positiva del eje de abscisas, es decir, por el dngulo « en la figura 5.1. La tangente de este angulo se
representa por la letra m y se llama pendiente de la recta.

Y 7
X(z,y) ~ -
&
A
7
e | &
d TAY =Y =Y
,// |
e
e
P(xo, yo) |«
7 1
) // Ar=x—x9
,///
-
d
B0y
(@] X

Figura 5.1: ECUACIONES DE LA RECTA PUNTO-PENDIENTE Y EXPLICITA

59
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Para que el punto X (z,y) se encuentre sobre la recta debe cumplir que:

Y—Yo
Tr — X

tga=m = = y—yo=m(z—x0)

Esta forma de escribir la ecuacién
Y —yo = m(z — x0)

se llama forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta. El significado de los coeficientes en este
caso esta claro: representan las coordenadas (zg,yo) de un punto de la recta y la pendiente m.

Si se toma como punto para definir la recta, el punto de corte con el eje de ordenada B(0,b), la ecuacion
queda:

y—b=m(z—0)
o bien
y=mx+b

que se llama ecuacion explicita de la recta. En esta ecuacion, el coeficiente de = es la pendiente, y el
término independiente b representa la ordenada del punto de corte de la recta con el eje de ordenadas
que recibe el nombre de ordenada en el origen.

Ejercicio 31. Calcular en las formas punto-pendiente y explicita la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(—2, 5)
y B(3,1).

Solucion:

Podemos calcular la pendiente de la recta como el cociente de las variaciones de y y de x entre los dos puntos conocidos de
la recta (figura 5.2):
Ay _y2—yr _ 1-5 —4

Az xz—x1_3—(—2)_?

Como punto para definir la recta podemos tomar cualquiera de los dos, por ejemplo el punto A. La ecuaciéon punto-pendiente

Y

Figura 5.2: ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS
es:
4
y—5H= —: (z+2)

La ecuacion explicita la obtenemos despejando y:
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5.2. Ecuacién candénica o segmentaria.

Vamos a suponer ahora que la recta estd dada por los puntos A(a,0) y B(0,b) en que la recta corta a los
ejes de coordenadas (figura 5.3).

B(0,b)

0 A(a,0) X

Figura 5.3: ECUACION SEGMENTARIA DE LA RECTA

La pendiente de la recta es:

b0 b

m
0O—a a

Puesto que la ordenada en el origen de la recta es b, su ecuacion explicita es:

b
y=-—-=z +b = (quitando denominadores) br + ay = ab

y dividiendo por ab los dos miembros resulta:

r Yy

4+ Z=1

a b

Esta es la ecuacion segmentaria o candnica de la recta. Los coeficientes a y b de la ecuaciéon son,
respectivamente, la abscisa y la ordenada en el origen, es decir, la abscisa y la ordenada de los

puntos de corte con los ejes.

Ejercicio 32. Calcular la ecuacion segmentaria de la recta 3z + 4y = 24.
Solucién:
Resolveremos el problema por dos procedimientos:

¢ Calculamos las intersecciones e la recta con los ejes de coordenadas. Para calcular la intersecciéon con el eje de
abscisas hacemos y = 0 y para calcular la intersecciéon con el eje de ordenadas hacemos x = 0:

{3x+4y=24 {3x+4y:24

= A(8,0) = B(0,6)

y=0 =0
Hemos hallado la abscisa en el origen (a = 8) y la ordenada en el origen (b = 6). La ecuacion de la recta en forma
segmentaria es:
z Y
Z4+Z2=1
8 6
¢ Dividiendo los dos miembros de la ecuacién por 24:
3z 4y 24
24 ' 24 24
Pasando dividiendo al denominador los coeficientes que aparecen en el numerador multiplicando:
z Yy z Yy
@ —+ E =1 N g —+ 6 =1
3 6

ANAA
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5.3. Ecuacién general o implicita.

No todas las rectas tienen una ecuacion que se pueda escribir en una de las formas vistas hasta ahora.
Por ejemplo, la pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con el eje de abscisas. Las rectas
paralelas al eje de ordenadas forman un angulo de 90° con el eje de abscisas y, por consiguiente, no
tienen pendiente, puesto que la tangente de 90° no existe. A veces se dice que estas rectas tienen tangente
infinita.

Para que la ecuacion de una recta pueda escribirse en forma segmentaria, es preciso que la recta corte a
los dos ejes en puntos distintos del origen. Por tanto, no podran escribirse en forma segmentaria ni las
rectas paralelas a cualquiera de los dos ejes ni las rectas que pasan por el origen.

Sin embargo, todas las rectas pueden expresarse mediante ecuaciones del tipo:
Axr+By+C =0

Esta forma de escribir la ecuacién de primer grado se llama general o implicita y, como hemos dicho,
todas las rectas tienen una ecuacién que se puede escribir de esta manera. El problema es que es mas
dificil encontrar un significado par sus coeficientes A, By C.

z=0 /

P(z0, yo) / ¥y=%

\ y=0

/(/)/ X
// T =2x)

Figura 5.4: CASOS PARTICULARES DE LA ECUACION DE LA RECTA

Cuando alguno de los coeficientes de la ecuacion es cero, nos encontramos con los siguientes casos parti-
culares:

¢ Si A =0 en la ecuacion falta la incégnita . La ecuacion se suele escribir en la forma y = yg y se
trata de rectas paralelas al eje de abscisas. En particular, la ecuacién del eje X es y = 0.

¢ Si B = 0 en la ecuacion falta la incognita y. En este caso se trata de rectas paralelas al eje de
ordenadas que se suelen escribir en la forma x = x(. La ecuacion del eje de ordenadas es © = 0.

¢ Si C = 0 larecta correspondiente pasa por el origen puesto que (0, 0) es una solucion de la ecuacion.
En particular, la recta y = x se llama bisectriz del primer cuadrante y y = —x bisectriz del segundo
cuadrante.
Ejercicio 33. Calcular las ecuaciones de las paralelas a los ejes por el punto P(1,3)
Solucioén:

La paralela al eje OX tiene de ecuaciéon y = 3. La paralela al eje OY tiene de ecuacion z = 1.

AdAA

Ejercicio 34. Calcular el punto de interseccion de la recta 2x + 5y — 7 = 0 con la bisectriz del primer cuadrante.

Solucion:
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Para calcular la interseccion de dos rectas hay que hallar la solucién del sistema formado por sus ecuaciones. En este caso,
el sistema es:

2 +5y—7=0
y=x

sistema, que tiene por solucion el punto P(1,1).

AdAA

5.4. Posicién relativa de dos rectas.

Dos rectas o bien se cortan o son paralelas. Cuando dos rectas son paralelas forman el mismo angulo
con el eje de abscisas y, por consiguiente, tienen la misma pendiente (ver figura 5.5).

Y

y=mzx + b

y=maz + by

Figura 5.5: RECTAS PARALELAS

Si las ecuaciones de las dos rectas estan escritas en forma explicita o punto-pendiente podemos saber si
son paralelas, simplemente comprobando si tienen o no la misma pendiente.

En el caso de que una recta esté escrita en forma implicita Az + By + C = 0, podemos obtener su
pendiente despejando la incognita y:

A C A
A B C =0 - = —— - — — _ _
Ry Y="B" B T8
Por tanto, si las rectas A1z + Byy + C1 =0y Asx + Boy + Co = 0 son paralelas, deben tener la misma
pendiente y, por consiguiente:

A1 B AQ Al o Bl

= = ==

By By Az B>
Esta es la condicién de paralelismo de dos rectas cuando sus ecuaciones estén escritas en forma implicita.
Si ademaés sucede que:

A1 B Oy

Az By  (C
las dos ecuaciones tienen las mismas soluciones (una de ellas es igual a la otra multiplicada por un
namero). Las dos rectas tienen los mismos puntos y son, por tanto, coincidentes.

Ejercicio 35. Calcular la ecuacion de la paralela a la recta y = 2z — 5 que pasa por el punto P(3,—7).
Solucioén:
Si es paralela, debe tener la misma pendiente m = 2. Como ademés pasa por el punto P(3, —7), su ecuacion es:

y+7=2(x—3)

ANAA
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Solucioén:

TEMA 5. GEOMETRIA

Ejercicio 36. Calcular la ecuacion de la paralela a la recta 3z — 5y + 8 = 0 por el punto A(1,7).
que buscamos es:

Si la ecuacion esta dada en forma implicita podemos utilizar otro procedimiento (aunque podriamos calcular la pendiente
de la recta dada y proceder como en el problema anterior). Puesto que los coeficientes A y B de la recta y su paralela son
3z —5y+C=0

proporcionales, podemos suponer que son los mismos y las dos ecuaciones difieren simplemente en el coeficiente C'. La recta
= (C=35-3=32
AAAA

Como la recta pasa por A(1,7) estos nimeros son soluciéon de la ecuacion. Por tanto:
3:.1-5-7T4+4C=0
La ecuacién de la paralela es 3x — 5y 4+ 32 = 0.

9.9.

Angulo de dos rectas

Se llama &ngulo de dos rectas el menor de los dngulos que forman.

\
y=mz+b \

y=mex + by

\
0]

Figura 5.6: ANGULO DE DOS RECTAS
Sean dos rectas r; y 72 cuyas ecuaciones en forma explicita son y = mix + b1 y y = mox + bs. En la
=] — Q2

figura 5.6 vemos que el angulo o que forman las dos rectas es:
Por consiguiente:

tga =tg(a; —ag) =

tga; —tgag

o myp — Mo
o 1+tgaitgas T 14 myme

esta expresion. Tenemos entonces para el dngulo de dos rectas la siguiente férmula:

Si queremos obtener el dngulo agudo que forman las dos rectas, deberemos tomar el valor absoluto de
tga =

perpendiculares es:

—

1+m1m2:0 R mo = ——

1
1 || T2

Si las rectas son perpendiculares el denominador debe ser cero. La condicién para que dos rectas sean
71 1 T2
Haciendo a = 0 se obtiene la condicién de paralelismo que ya conocemos:

my
< M1 =msg
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Ejercicio 37. Calcular la ecuaciéon de la recta perpendicular a r : 3z — 5y 4+ 1 = 0 que pasa por P(1,—2).
Solucioén:

La pendiente de la recta » es m = % La pendiente de la perpendicular tiene que ser m’ = —g. Puesto que la recta debe
pasar por P(1,—2) su ecuacién es:

5
y+2:f§(:p71)

AAAA

5.6. Distancias

Distancia entre dos puntos

De la figura 5.7 y del teorema de Pitagoras se desprende que:

d=+/(z2 —21)>+ (y2 — 11)?

Figura 5.7: DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Distancia desde el origen a una recta

Sea la recta r : Az + By + C = 0 (ver figura 5.8). La ecuacion de la perpendicular a r por el origen es:

_B
y—Ax

La interseccion de esta recta con r es el punto P(z’,y’). Las coordenadas de este punto se obtienen
resolviendo el sistema:

Az +By+C=0 B2
B = Ar+—2+C=0 = A’x+B*x+AC=0

i‘/zzx A

Despejando:

—AC

2 2 _ _
L+ B+ AC=0 = o=
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@)
/
5

/ .

/ .

Figura 5.8: DISTANCIA DEL ORIGEN A UNA RECTA

Las coordenadas del punto P son:

., —AC ,  -BC

TTaerpe VT e

La distancia del origen a P es:
A%C? + B2C? c? |C|
d=+z"?+y (A2 1 B2)? A2 1 B2 A 1 B2

Distancia de un punto a una recta

Arx+ By+C=0

-+ P(z0,%)

Figura 5.9: DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Sea el punto P(xg,yo) y larecta r: Ax 4+ By + C = 0. Para calcular la distancia de P a r hacemos una
traslacion que lleve el punto P al origen:

T =x— 1z
’_
Y =Y—"%Y%
La recta trasladada tiene como ecuacion:

A" +20)+ By +v)+C=0 o Az’ + By +Axg+ Byy+C =0
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Aplicando ahora la férmula obtenida para la distancia desde el origen a una recta se obtiene:

_ |Azq + Byo + C|
1/1424_32

formula que es facil de recordar pues el numerador es el primer miembro de la ecuacion implicita de la
recta r sustituyendo, en lugar de las incognitas, las coordenadas de P.

d(P,T)

Distancia entre rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelas puede calcularse tomando un punto cualquiera de una de ellas y
calculando la distancia desde ese punto a la otra recta. También puede obtenerse como suma o diferencia
de las distancias desde el origen (figura 5.10).

Si las ecuaciones de las rectas son 1 : Ar+ By+C =0y ro: Az + By+ C’' =0, su distancia es:

c -

d(r1,ra) = 221
(ror) = e

.
.

N

/

/ .

/
. / \Aw+By+C’:O
\\ \
/ \\
ya
/ Az + By+C= \
// - N
\\\

/ 0 S\ X
/ o

Figura 5.10: DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS

/
Y \ /
B
AN /y:fm
\\\\ ° A
d

5.7. Mediatriz y bisectriz

La mediatriz de un segmento es la perpendicular por el punto medio. También puede definirse como el
lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento.

Sea el segmento determinado por los puntos A(x1,y1) y B(xs,y2) (ver figura 5.11). Sea X (x,y) un punto
cualquiera de la mediatriz de AB. Se cumple que:

d(X, A) = d(X, B)

VE—z)2+ Wy —y)2=V(r—22)2+ (y — y2)? elevando al cuadrado
(z =)+ (y—y)? = (& —22)* + (y — 12)°
Esta es la ecuacion de la mediatriz de AB. Simplificando los términos de segundo grado queda:

20(zo — 1) +2y(y2 —y1) + 2l +yi — a3 —y3 =0
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0] / X

Figura 5.12: BISECTRIZ DE DOS RECTAS

La bisectriz de dos rectas que se cortan es el conjunto de puntos que equidistan de las dos rectas.

Sean las rectas r1 : Ajx + Biy+Cy =0y ra: Asx + By + Cy = 0 (ver figura 5.12). Si X(z,y) es un
punto de la bisectriz, se cumple que:

d()(7 7”1) = d(X, ’I“Q)

|A1x + Bry + C1|  |Agw + Bay + Oy

Az + Biy+ C4 _iAgl‘-l-Bzy-f—Cg

Como vemos, hay dos bisectrices by y bs perpendiculares entre si.

5.8. Vectores

Un vector es un segmento orientado. En un vector podemos distinguir su médulo o longitud, su
direccion (la de la recta que lo contiene) y su sentido (hay dos sentidos posibles para cada direccion).

Cuando al unir los origenes y los extremos de dos segmentos orientados, la figura que resulte sea un
paralelogramo, consideraremos que los dos vectores son iguales, es decir, los dos segmentos son represen-
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taciones del mismo vector. Esto quiere decir que cualquier vector lo podemos representar con el origen
en el punto que queramos.

P o
,/ // N
o -
u,// u/
— N
// N _
/ v e e
< — < e
_ B -
~ ~
- T
o =
P 7 =
- e
e //
S -

Figura 5.13: VECTORES IGUALES Y OPUESTOS

El opuesto de un vector es el vector que tiene el mismo médulo, la misma direccién y sentido contrario.

Figura 5.14: OPERACIONES CON VECTORES

Definimos dos operaciones con vectores (figura 5.14):

o La suma de dos vectores se obtiene representando uno a continuaciéon del otro. El vector suma,
tiene como origen el origen del primer vector y como extremo, el extremo del segundo vector. La
diferencia de dos vectores se obtiene sumando al primero el opuesto del segundo.

¢ Si se multiplica un vector por un nimero, el vector resultante tiene la misma direccion, el modulo
queda multiplicado por el nimero (positivo) y el sentido es igual u opuesto segin que se multiplique
por un niimero positivo o negativo.

Debemos destacar que cuando se multiplica un vector por un nimero no cambia la direccién del vector.
También es cierto que si dos vectores tienen la misma direccién, uno de ellos es igual al otro multiplicado
por un ndmero:

7 < Uu=tv

Una base del conjunto de vectores libres del plano esta formada por dos vectores {f, ;} no alineados. Todo
vector puede descomponerse como suma de dos vectores en las direcciones de ¢ y de j (ver figura 5.15):

U = vy0 + vy J

Los ntmeros v, y v, se llaman coordenadas del vector ¥ en la base {4, j}. En lo sucesivo, representaremos
los vectores por sus dos coordenadas entre paréntesis:
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Cuando los vectores estdn dados por sus coordenadas, las operaciones resultan muy sencillas:

— — u:b Um um + v:c
u + v = + =
Uy Uy Uy + Vy
— Um tuz
tu=t =
Uy tuy
\4
Y A, 1)
UT/; 77777777777777777777777777773
o
7 // B(xa, y2)
0 i Ual X
0 X

Figura 5.15: COORDENADAS DE UN VECTOR. VECTOR DADO POR SU ORIGEN Y EXTREMO.

En lo que sigue utilizaremos vectores para indicar la posicién de los puntos y las direcciones de las rectas.

Dado un punto P(z,y) se llama vector de posicién del punto al vector OP que va del origen de
coordenadas al punto. Las coordenadas de un punto coinciden con las de su vector de posicion.

Vector director de una recta es cualquier vector que tenga la direccion de la recta. Como al multiplicar
un vector por un ntimero no cambia la direccion, si @ es un vector director de la recta r, también lo es
atl, siendo o un numero cualquiera.

Si conocemos el origen y el extremo de un vector, podemos calcular sus coordenadas de la forma siguiente
(figura 5.15):

OA+AB=0B — AB=0B-O0A

Como las coordenadas de OA y OB coinciden con las coordenadas de A y B, resulta que las coordenadas
de un vector pueden obtenerse restando las coordenadas de su extremo menos las coordenadas de su
origen.

Ejercicio 38. Calcular las coordenadas del vector AB siendo A(-3,4) y B(2,7).
Solucién:

Segtn hemos visto.

a--1-()-(3)-()

Ejercicio 39. Dados los puntos A(—4,5) y B(5,—1) calcular los puntos que dividen el segmento AB en tres partes
iguales.

Solucioén:

Calculamos en primer lugar el vector AB:

B=(2)-(3)-(%)
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Y
/E/ e Xy
P(, yo) /7// - !
/
/ -
/ /
O X

Figura 5.16: ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Entonces:

OP =04+ AB=(-4,5)+ ; (i) - <_54> i (—32> B <_31>
oa-otgam= (1) +5 (5)=(3)+(5) = (2)

Los puntos son P(—1,3) y Q(2,—1).

AdAA

9.9.

<

Otras formas de la ecuacién de la recta

Supongamos que la recta estd definida por un punto P dado por su vector de posicion O? y un
vector director . Sea X un punto cualquiera de la recta con vector de posicion OX. Evidentemente
se cumple que:

OX = 0P+ PX

Pero si X esté sobre la recta, los vectores ¢y PXI tienen la misma direccién y, por consiguiente,

PX esigual a un namero t por o

OX = OP + 7

Esta es la ecuacion vectorial de la recta dada por el punto P y el vector ¢. Se le puede dar una
interpretacion fisica como la trayectoria de un moévil que se mueve con velocidad uniforme ¢y que
en el momento inicial se encuentra en el punto P. En esta interpretacion el pardmetro t seria el
tiempo y en cada instante ¢ la ecuacién nos daria la posiciéon del movil.

Si en la ecuacién vectorial representamos los vectores por sus coordenadas resulta:

x _ X0 y (. . T = xq + tv,
Y Yo Uy Y = Yo + tuy

Estas son las ecuaciones paramétricas de la recta. Los coeficientes del parametro ¢ son las
coordenadas del vector director y los términos independientes son las coordenadas de un punto de
la recta (el que se obtiene haciendo ¢ = 0).
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¢ En el caso de que v, y v, sean distintos de cero, puede despejarse t en las ecuaciones paramétricas.

Igualando obtenemos la siguiente ecuacién:

T—2o _Y—Yo
Vg Uy

que se llama ecuacién continua de la recta. A veces se escribe también la forma continua de la
ecuacion aunque alguna de las coordenadas del vector director sea cero. Por ejemplo:
r—3 y—1

2 0

Evidentemente no hay que entender que haya que dividir por cero sino que la segunda coordenada
del vector director es cero. En este caso, el numerador debe ser también igual a cero, es decir, se
trata de la recta y = 1, una recta paralela al eje de abscisas.

Si quitamos denominadores y pasamos todos los términos al primer miembro obtendriamos la
ecuacion implicita:

VyT — Vgl + Vglo — VyTo = 0
Comparando con la expresion genera de la ecuaciéon implicita Az + By + C = 0, igualando coefi-
cientes tenemos que

A=, g (=) _ —-B

B=—-v, Vy A

y podemos dar la siguiente interpretacion a los coeficientes A y B de la ecuacion implicita: —B y
A son las coordenadas de un vector director de la recta.

Ejercicio 40. Escribir en forma vectorial, paramétrica y continua, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 3)
y B(57 - 1) .

Solucioén:

3
El vector E = ( 4> es un vector director de la recta.

La ecuaciéon vectorial es:

o= () ()

En forma parameétrica, esta ecuacion se escribe:

r=2+3t
y=3—4t

Finalmente, en forma continua:

ANAA

z—2 y—3
3 -4

5.10. Conicas

Hasta ahora hemos visto que las soluciones de una ecuacién de primer grado con dos incégnitas, con-
sideradas éstas como coordenadas de puntos del plano, forman una linea recta. Las soluciones de las
ecuaciones de segundo grado con dos incognitas, es decir, de ecuaciones del tipo.

Az + By  + Cay+ Dx +Ey+ F =0

no forman rectas sino un tipo de curvas que se denominan conicas o secciones cénicas porque se obtienen
de la interseccién de una superficie conica con un plano. En lo que sigue estudiaremos estas curvas
definiéndolas como lugares geométricos, esto es, como conjunto de puntos que cumplen una determinada
propiedad.
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5.10.1. Circunferencia

Y
=T
/ \X(l y)

// > \

[ \

\ - |

“\ Cl(x0,10) “‘/

\\\ /
0] X

Figura 5.17: CIRCUNFERENCIA

Se llama asi al conjunto de puntos que se encuentran a la misma distancia (radio) de un punto dado
(centro de la circunferencia). Sea la circunferencia de centro en el punto C(zo, o) y radio . Para que el
punto X (z,y) se encuentre en la circunferencia debe cumplirse que:

dX,C)=r y sustituyendo resulta
(x —x0)* + (y —yo)? = 1°

Esta es la ecuacion de una circunferencia de centro C(zo,yo) y radio r. Desarrollando las potencias se
obtiene:

2 +y? = 2xor — 2yoy + w3 Fyi —1r2 =0
En general, una ecuacion de la forma:
> +y*+Ce+Dy+F=0

representa una circunferencia en la que las coordenadas del centro (zg,yo) vy el radio estan dados por el
sistema:

—21’020
—2yo=D

vy +yy—r?=F

5.10.2. Elipse

Se llama elipse al conjunto de puntos cuya suma de distancias a dos puntos (focos) es constante (ver
figura 5.18).

Una elipse queda definida por los siguientes elementos:

¢ El semieje mayor a
¢ El semieje menor b
¢ La semidistancia focal ¢

o La excentricidad e
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\\ F'(—c,0) 0 € f‘(c, 0) / X

Figura 5.18: LA ELIPSE Y LA HIPERBOLA

Los tres primeros cumplen que a? = b? + ¢2.

La excentricidad se define por la férmula:

C

e=—

a
La excentricidad es un nimero comprendido entre 0 y 1. Si la excentricidad es cero la elipse es una
circunferencia; si es igual a 1 es un segmento. A partir de la definicion y de las relaciones que hemos visto

entre sus elementos puede calcularse la ecuacion de una elipse centrada en los ejes (ver figura 5.18). La
ecuacion es:

5.10.3. Hipérbola

La hipérbola es una curva definida por la propiedad de que la diferencia de distancias de sus puntos a dos

puntos (focos) es constante. Una hipérbola queda determinada por los siguientes elementos (ver figura
5.18):

¢ El semieje real a
¢ La semidistancia focal ¢
o El semieje imaginario b definido por ¢ = a? + b?

.. c
¢ La excentricidad e = —
a

La excentricidad de una hipérbola es siempre mayor o igual a uno. La hipérbola de excentricidad 1 esta

formada por dos semirrectas. La ecuacion de la hipérbola centrada en los ejes se deduce facilmente a
partir de la definicion:

2 2

x

S-5=1

a b
. La hipérbola es una curva con asintotas. Estas son rectas con la propiedad de que cuando = se hace
muy grande (tiende a infinito) su distancia a la hipérbola se hace muy pequena (tiende a cero). Lo mismo

pasa cuando z se hace muy pequeno (tiende a menos infinito). La ecuacion de las asintotas es:

b
y==+x —=x
a
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5.10.4. Parabola

y2 = 2px

Figura 5.19: PARABOLA

Una parédbola esta formada por el conjunto de puntos que equidistan de un punto (foco) y una recta
(directriz).

La paréabola viene caracterizada por la distancia entre el foco y la directriz que se denomina parametro
de la parébola.

Si el foco se encuentra sobre el eje de abscisas, la directriz es paralela al eje de ordenadas y ambos
elementos se encuentran a la misma distancia del origen, la ecuaciéon de la parabola es:

y? = 2px

Ejercicio 41. Calcular la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(0,5), B(0,1) y C(2,3) y determinar
su centro y su radio.

Solucion:

— Primer método. El centro es equidistante de A y B. Por consiguiente, se encuentra en su mediatriz:
y=3
Por ser equidistante de B y C, también se encuentra en la mediatriz de estos dos puntos:
2+ (y -1 =(z-27°+(y-3)
22492 —2y+1=0?—dzx+4+y?>—6y+9
dr+4y—12=0
r+y—3=0

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las dos mediatrices:

y=3
z+y—3=0
se obtiene que el centro es el punto (0, 3).
El radio es la distancia del centro a uno cualquiera de los puntos:

r=2
— Segundo método: sea 22 + y2 4+ Dz + Ey * F = 0 la ecuacion de la circunferencia que buscamos:
Por pasar por A(0,5): 25+5E+F =0

Por pasar por B(0,1): 1+E+F=0
Por pasar por C(2,3): 44+942D+3E+F=0
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Resolviendo el sistema se obtiene D =0, £ = —6, F' = 5, de modo que la ecuacion de la circunferencia es:
$2+y2—6y+5:0

que se puede escribir como:
224+ (y—3)2-4=0

y de aqui deducimos que el centro es el punto (0,3) y que el radio es igual a 2.
AMAA

Ejercicio 42. Calcular las ecuaciones de las circunferencias que son tangentes a las rectas 3z —4y+12 = 0y 4z +3y = 0,
cuyo centro se encuentra sobre la recta x +2y +3 =0

Solucion:

El centro de la circunferencia debe encontrarse sobre las bisectrices de las tangentes:

3m—4y+12_ 4z + 3y
\/32 + 42 - \/42 + 32
Simplificando, obtenemos para las bisectrices las siguientes ecuaciones:
y="Tr+ 12
1 12
=Tttty

Para calcular el centro de la circunferencia debemos resolver el sistema formado por cada una de las bisectrices con la recta
dada. Tenemos dos soluciones:

¢ El centro de la circunferencia es la solucion del sistema:

T
y="Txr+ 12 5 5

El radio es la distancia desde este punto a cualquiera de las rectas tangentes:

=2 -%2 9
r = 5 5 = —
VAZT{3E 5

La ecuacién de la circunferencia es:

+9 2+ +32 81
xr+ — — = —
5 Y75 25

¢ Procediendo de la misma manera que en el caso anterior se obtiene la segunda solucién. El centro es la solucion
del sistema:

{x+2y+3—0

= (C'(-9,3)
y=—zo+ %

Calculamos el radio:
, |4-(=9)+3-3| 27
r=— = —

V42 4 32 5
y la ecuacion de la segunda circunferencia es:
729

@+9°+—-3)7" =

ANAA
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dr+3y=10

C’(—9’3) 1 12

x+2y+3=0

3z —dy+12 =0

Figura 5.20: CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A DOS RECTAS
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Tema 6

Nimeros complejos

6.1. Cuerpos

Un cuerpo conmutativo es un conjunto de niimeros que pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse.

Los nimeros racionales, esto es, los nimeros que pueden escribirse en forma de fraccion, forman un
cuerpo conmutativo que se representa por la letra Q. Los numeros reales, formados por los racionales
e irracionales, se representan por la letra R y también tienen estructura de cuerpo conmutativo. Sin
embargo el conjunto de los nimeros enteros Z no es un cuerpo pues, en general, los niimeros enteros no
se pueden dividir, por ejemplo, el cociente de 7 entre 3 no es un niimero entero.

De forma mas precisa, un cuerpo conmutativo F es un conjunto con cuyos elementos pueden hacerse dos
operaciones, suma y producto y estas operaciones tienen las propiedades siguientes:

o Propiedades de la suma:

1. Asociativa. Para sumar tres elementos pueden asociarse como se quiera
(a+bd)+c=a+(b+c)

2. Elemento neutro o cero. Existe un elemento que se le suele llamar cero con la propiedad:
a+0=a

3. Elemento simétrico u opuesto. Para cada elemento a del cuerpo existe otro elemento (repre-
sentado generalmente por —a) con la propiedad de que al sumar ambos se obtiene el elemento
neutro:

a+(—a)=0
4. Conmutativa. El resultado de la suma es independiente del orden de los sumandos:
a+b=b+a

La existencia de elemento opuesto hace que exista siempre la diferencia de los ntimeros. La dife-
rencia es la suma de un elemento y el opuesto del otro:

a—b=a+ (-b)

¢ Propiedades del producto:

1. Asociativa. Para multiplicar tres elementos pueden asociarse como se quiera

(a-b)y-c=a-(b-c)

79
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2. Elemento neutro o unidad. Existe un elemento que se le suele llamar uno con la propiedad:
a-l=a

3. Elemento simétrico o inverso. Para cada elemento a del cuerpo salvo para el cero, existe otro
elemento (representado generalmente por a~') con la propiedad de que al multiplicar ambos
se obtiene el elemento unidad:

a-al=1
4. Conmutativa. El producto es independiente del orden de los factores:
a-b=b-a

La existencia de elemento inverso garantiza que se puedan dividir dos nimeros salvo si el divisor
es cero. El cociente es el producto del primer elemento por el inverso del segundo:

a/b=a-b"

o Propiedades de la suma y el producto
Distributiva
a-(b+c)=a-b+a-c

Dado un cuerpo F y un ntimero a no perteneciente al cuerpo, siempre puede encontrarse un cuerpo que
contenga a ambos, es decir, al cuerpo F y al nimero a. Por ejemplo, si consideramos el cuerpo Q de
los ntmeros racionales y el nimero v/2 que no es racional, los numeros de la forma a + bv/2 con a y b
racionales, forman un cuerpo que incluye a todos los racionales y a v/2.

6.2. Nameros complejos

Tanto el conjunto Q de los niimeros racionales como el conjunto R de los niimeros reales son cuerpos.
Segun hemos visto, en el conjunto de los ntimeros reales no pueden definirse algunas funciones como la
raiz cuadrada o el logaritmo para ntimeros negativos. La ampliacién del concepto de niimero a los nimeros
complejos permite extender el dominio de estas funciones a todos los nameros.

Para construir los nimeros complejos vamos a anadir a los nimeros reales un nimero ¢ que llamaremos
2 _

unidad imaginaria y que cumple que i° = —1, es decir, el ndmero ¢ es una raiz de —1.

Si queremos que el nuevo conjunto sea un cuerpo, para que esté definida la multiplicacién, debemos anadir
todos los nimeros de la forma b: donde b es un nimero real. Estos nameros, producto de un niimero real
por la unidad imaginaria, se llaman ntmeros imaginarios puros.

Ademas, puesto que los numeros se pueden sumar, deben existir los niumeros de la forma a + b¢ donde «a
y b son nimeros reales. Estos niimeros son suma de un nimero real y un nimero imaginario puro.

Veremos que con numeros de la forma a + bi con a,b € R pueden definirse la suma y la multiplicaciéon
con todas las propiedades de un cuerpo conmutativo. Estos nimeros forman el cuerpo de los nimeros
complejos y esta representacion de los complejos como suma de un nimero real y un nimero imaginario
puro se llama forma bindmica del namero complejo. El cuerpo de los nimeros se representa por C.

Por consiguiente, un nimero complejo a + bi estd formado por dos ntmeros reales a y b. El nimero a
se llama parte real del complejo, y el namero b (el que aparece multiplicando a la unidad imaginaria) se
denomina parte imaginaria del complejo. Esto es similar a los nimeros fraccionarios que estan compuestos
por dos numeros enteros, el numerador y el denominador.

De la misma forma que los numeros reales se representan sobre una recta, los nimeros complejos se
representan en un plano llamado Plano de Argand, tomando la parte real sobre el eje de abscisas (que
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eje imaginario

4430

-3 2 eje real

—27

—2-3i

Figura 6.1: PLANO COMPLEJO O DE ARGAND

llamaremos eje real) y la parte imaginaria sobre el eje de ordenadas (eje imaginario). El punto represen-
tativo de un nimero se llama afijo del complejo.

En esta representacion, los afijos de los nimeros reales estdn sobre el eje de abscisas y los nameros
imaginarios puros sobre el eje de ordenadas. De ahi los nombres de eje real y eje imaginario con que
designamos estos ejes.

Los complejos que tienen la misma parte real y parte imaginaria del mismo valor y signo contrario, es
decir, los complejos a+bi y a—bt, se llaman conjugados. El conjugado de un complejo z se representa por
z* o también por Z. Los afijos de estos complejos son puntos simétricos respecto al eje real. Los niimeros
reales son conjugados de si mismos. En la figura siguiente pueden verse los afijos de algunos pares de
complejos conjugados.

eje imaginario
43

443
—242 o

3 eje real

T o9

—4i

Figura 6.2: NUMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS

6.3. Operaciones con complejos en forma binémica

¢ Suma y diferencia. La suma de complejos en forma binémica se obtiene sumando las partes
reales e imaginarias de los dos complejos:

(a+bi)+(c+di)=a+c+ (b+d)i
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Por ejemplo:
(=5+2))+(3—10)=—-2+1
(-5+2i)—(3—1)=—-8+3i
Producto. Los complejos se multiplican como si fuesen binomios y el polinomio resultante se
reduce teniendo en cuenta que i2 = —1:
(a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = ac — bd + (ad + be)i
Por ejemplo:
(6 —2i) - (1 +5i) =6+ 30i — 20 — 10i® = 6 + 28i + 10 = 16 + 28i
El producto de un complejo por su conjugado es un ntumero real positivo. En efecto, sea z = a+ bi:
22" = (a+bi)(a — bi) = a* — b%* = a® + b*
La raiz cuadrada positiva de este ntimero se llama modulo del complejo y se representa por |z|:
2] = Vzzr = Va? + 2

Por ejemplo:
z=7-5i = |z|=VT7?+52=v84

Cociente. La division de un complejo por un numero real es muy sencilla, basta dividir por ese
ntmero tanto la parte real como la parte imaginaria:
a+bi a b,
+

=— 4+ -1
c c c

Si el divisor es un ntmero complejo, puede reducirse al caso anterior multiplicando numerador y
denominador por el conjugado del denominador:

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad.

c+di  (c+di)(c—di) 2+ d? :02+d2+02+d21
Por ejemplo:

L+2 _ (1420)(-2-3) —2-3i—4i—6* 4-7 4 7,

—2+43i  (-2+3i)(-2-3i) 22 4 32 13 13 13

Propiedades de los complejos conjugados. Definidas las operaciones de esta forma, el conju-
gado de un complejo tiene las siguientes propiedades:

—(1+2) =2+

* k%
— (2122)" = 2723
*
_ (2 A
29 z5

Potencia y raiz cuadrada en forma binémica

La potencia de un nimero complejo puede calcularse mediante la formula del binomio de Newton:

(a+b)™ = (?) a™ + (T) a™ b 4 (?) a™ 2 (Z) bm

Para un complejo en forma binémica, la formula de Newton se escribe como:

Mmoo m m m m—11p.: m m—232:2 m m m
(a + bi) —<O>a —|—<1>a bz—|—<2)a bei® + +<m>b )

Para calcular las potencias de la unidad imaginaria tenemos en cuenta lo siguiente:
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i’ =1 it=i-(—i)=—i =1 =i (—i)=—i’=1
it =i PP =i-1=i i'=i-1=1i

i?=-1 i =i-i=-1 i'=i-i=-1
i3=i-(=1)=—i iT=i-(=1)=—i it =i (=1)=—i

Puede verse que las potencias de ¢ se repiten en el orden ¢, —1, —¢, 1, y que cuando el exponente es
multiplo de 4 la potencia vale 1. En general, puede escribirse:

i =" mod 4

donde n mod 4 significa el resto de dividir n entre 4 (se lee n modulo 4).

Ejercicio 43. Calcular (2 — 5i)3.
Solucion:

Aplicando la formula del binomio y teniendo en cuenta que i2 = —1 e % = —i:
(2-50)%=2%-3.22.5i+3-2.5%2 - 5%
=8 — 60 — 150 + 125¢
= —142 4 657

AdAA

Supongamos ahora que queremos calcular la raiz cuadrada del complejo a + bi, esto es, queremos calcular
un namero complejo x + yi que cumpla:

(x +yi)> =a+bi
Desarrollando el cuadrado e igualando la parte real y la parte imaginaria de cada nimero resulta:

2 2
) ) -y =a
w2 —y? —2ayi=a+bi —
2ry = b
resolviendo el sistema se obtienen las dos raices cuadradas. Hay que recordar que x e y son ntmeros
reales.

Maés adelante veremos un método mejor para calcular las potencias y raices de niimeros complejos.

Ejercicio 44. Calcular la raiz cuadrada /21 — 20i = = + yi.
Solucién:

Sea /21 — 207 = x + yi. Segin hemos visto se cumple que
z2 — y2 =21
2xy = =20
Despejando y en la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera:

—20 —10 100
= — — 3327—2:21 — 1’47213327100:0
x

2z x

Resolviendo la ecuaciéon bicuadrada se obtiene x = —5 y = = 5. Los valores correspondientes de y son 2 y —2. Por
consiguiente, las dos raices son —5 + 27 y 5 — 2¢. Comprobemos, por ejemplo, el primer resultado:

(=5 + 2i)% = 25 — 207 + 442 = 25 — 20i — 4 = 21 — 204

ANAA

6.5. Forma polar y trigonométrica del namero complejo

El afijo de un nimero complejo puede determinarse, en lugar de por sus coordenadas cartesianas, por
sus coordenadas polares. Estas son el mddulo v y el argumento . El mddulo es la distancia del afijo del
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0 a

Figura 6.3: MODULO Y ARGUMENTO DE UN COMPLEJO

complejo al origen de coordenadas. Si conocemos la parte real a y la parte imaginaria b del complejo, el
moédulo es:

r=+va?+0b2

El médulo de un complejo es un ntimero real positivo. Se suele representar también escribiendo el complejo
entre barras, por ejemplo |z|, o |a + bi|.

El argumento de un complejo es el &ngulo que forma el segmento que une el origen y el afijo del complejo
con el semieje real positivo. En realidad, un complejo tiene infinitos argumentos que difieren en un miltiplo
de 27, pues si ¢ es un argumento también lo es ¢ + 2k donde k es un nimero entero. El argumento se
relaciona con la parte real y la parte imaginaria del complejo por:

b
tgp=—
a

siempre determinando el angulo teniendo en cuenta el cuadrante en el que se encuentra el afijo del
complejo.

Un complejo en forma polar se escribe como 7. Por ejemplo 2z es el complejo que tiene de médulo 2 y
s

argumento .

Ejercicio 45. Calcular el modulo y el argumento del niimero complejo —1 4 v/3i.

Solucioén:

El moédulo del complejo es:

r=vV1+3=V4=2
El afijo del nimero se encuentra en el segundo cuadrante de modo que el argumento es:

V3

2
tg(’p:j:—\/g — g&:ﬂ'—%—ﬁ-Qkﬂ':?ﬂ--‘er‘ﬂ' (k‘eZ)
AMAA

Si se conocen el modulo y el argumento, la parte real y la parte imaginaria se obtienen mediante

a = T1CcosY

b=rsenyp
de forma que el complejo a + bi puede escribirse como
a+bi=rcosy+irseny = r(cosp + iseny)

Esta manera de escribir el complejo, sustituyendo r y ¢ en la ultima expresion, se llama forma trigono-
métrica del nimero complejo. Por ejemplo, un complejo en forma trigonométrica seria 3(cos § +isen ).
Este complejo tiene de médulo 3 y argumento 7.
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Ejercicio 46. Calcular la expresion en forma binémica del complejo de modulo 2 y argumento 225°.
Solucioén:

El argumento 225° es igual a %’ radianes. Pasando primero a la forma trigonométrica tenemos que:

5 5 2 2
25x =2(COSI7T +isen—ﬂ-) :2<§z{> =—V2-V2
1

ANAA

6.6. Producto y cociente en forma trigonométrica

Sean los complejos:

z1 = 11(cos p1 +isen 1)

29 = ro(COS (g + i sen o)
Multipliquemos los dos ndmeros:

2122 = r1(CO8 1 + isen 1) - r2(cos pa + isen @z)
=1riry [cos (1 COS Yo + 1 COS Y1 sen g + 1 Sen Y1 cos Ya + i% sen (1 sen <p2]
= 1173 [COS 1 COS 2 — sen 7 sen po + i(Sen ;1 Cos pa + oS P sen ps)]

= r17a [cos(p1 + p2) +isen(p1 + @2)]

Esta es la forma trigonométrica de un complejo de moédulo 7179 y de argumento ¢ + po. Llegamos
por tanto a la siguiente conclusion: para multiplicar dos complejos en forma polar o trigonométrica, se
multiplican sus médulos y se suman sus argumentos.

No es dificil imaginar que para dividir complejos se dividirdn sus médulos y se restaran sus argumentos.
En efecto, dividamos en forma trigonométrica multiplicando numerador y denominador por el conjugado
del denominador:

z1 ri(cosyr + isen

zo  ro(cos g + isen gy

)
)
r1(cos 1 + isen ¢ )(cos o — isen ps)
T2(C08 g + i sen ps)(cos o — i sen ps)
(

2

71(COS 1 COS P — 1COS Y1 SEN Yo + © SEN Y1 COS P2 — 1° Sen Y7 Sen Ys)

ro(cos? po + sen? ps)

] [cos (p1 COS (g + Sen 1 sen pg + i(sen (p1 COS (g — COS Y1 Sen 902)]
T2

r1 [cos(p1 — wa2) + i(sen 1 — @a)]
T2

r :
= 7; [cos(p1 — p2) +i(sen o1 — 2)]

Como habiamos previsto resulta que el complejo cociente de otros dos, tiene como modulo el cociente de
sus modulos y como argumento la diferencia de sus argumentos,

Ejercicio 47. Calcular en forma polar el cociente:

(1414)3¢
V2 —V2i

Solucion:
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En primer lugar, calculamos los complejos en forma polar. Es facil ver que:

1+i:\/§%
3i=3xn

2

V2 =2 =27

.

Entonces:

ANAA

6.7. Potencia y raiz en forma polar

Puesto que la potencia de exponente natural no es sino un producto de factores iguales, podemos aplicar
la regla de célculo de productos para calcular las potencias: los médulos deberdn multiplicarse y los
argumantos sumarse. Puesto que al multiplicar n veces el médulo 7 por si mismo se obtiene 7™ y al sumar
el argumento ¢ consigo mismo n veces se obtiene ny se tiene que:

[r(cosp +isen)]"™ =r" (cosny + isennyp)
Si r =1, la expresion anterior se escribe como
cosny + isenny = (cosp + isen p)”

que se conoce como formula de Moivre. La formula de Moivre permite calcular el seno y el coseno de los
angulos doble, triple, cuadruple, etc, de un angulo cualquiera ¢ a partir de sen ¢ y cos ¢.

Ejercicio 48. A partir de la formula de Moivre, obtener cos 3z y sen 3z.
Solucion:

Desarrollando la formula de Moivre para n = 3 resulta:
(cos 3¢ + isen 3p) = (cos @ + isen p)>
= cos® p+3- COS2<p -isen@ + 3cos - iQSen2¢+i3sen3<p
= cos® @+ 3i cos? psenp — 3cos<,osen2 ©p— isen® ©
donde se ha tenido en cuenta que i2 = —1 y i3 = —i. Igualando partes reales e imaginarias resulta:
cos 3p = cos® @ —3cosp sen? ®

sen3dp =3 cos? psenp — sen® ®
AMAA

Dado que la raiz es la funcién inversa de la potencia, para calcular la raiz enésima de un complejo, habra
que extraer la raiz del médulo y dividir el argumento por el indice de la raiz. Pero aqui es preciso tener
en cuenta que a un complejo le corresponden infinitos argumentos que difieren en un miltiplo entero de
27 de forma que

2k 2k
{/r(cosp +isen ) = W(cosw—i—isenW) (keZ)
n n

Esto no quiere decir que un complejo tenga infinitas raices, una para cada valor de k. Para k = 0 se
obtiene la raiz

r (cos ® +isen f)
n n
Se obtienen raices diferentes para k =1,2,3,--- ,n — 1 pero para k = n resulta:

2 2
W(COS@_F nﬂ+isen7¢+ mr) = W(COS(E-FQTF)—FZ'SGH (f—&—Qﬂ'))
n n n n
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que es igual que la raiz obtenida para & = 0. De aqui deducimos que todo nimero complejo tiene
exactamente n raices enésimas.

Todas las raices de un ntmero complejo 7, tienen el mismo moédulo {/r. Puesto que el sentido gréfico del
modulo es la distancia al origen del afijo del complejo, los afijos de todas las raices enésimas se encuentran

en la circunferencia de centro el origen y radio {/r. Las raices pueden obtenerse unas de otras sumando

; 2
al argumento el angulo <.

En general, las raices enésimas de un niimero complejo cumplen:

¢ Todas las raices tienen el mismo moédulo.

¢ Las raices estan en progresion geométrica. La razén de la progresion es 1z2x donde n es el indice
de la raiz. "

¢ La suma de todas las raices es igual a cero.

En la figura 6.4 pueden verse las raices quintas del nimero complejo <.

Z3 Vo2

Soy 2
2 5)

Figura 6.4: RAICES QUINTAS DE UN NUMERO COMPLEJO

Ejercicio 49. Calcular las raices quintas de .
Solucién:

El ntimero 7 tiene de médulo 1y argumento 5. El modulo de todas las raices serd V/1. La primera raiz tiene como argumento

Z:5= %. Las restantes raices pueden obtenerse de ésta sumando 2% Asi obtenemos:

T i T
Z1 = COS — 1sen —
! 10 10

zZo =

7r+27r n 7r+27r 97r+, 97
= —_ [—— isen | — — | = —_ n —
23 = COS 2 5 se 2 5 cos 10 i se 0
( _ 137

I

Q
(e}
17}

Z4 = COS

25

Il
Q
(e}
17}

137 " 27 i 137 n 2 177 i 177
— 4+ — isen | — + — ) = cos — +isen ——
10 10 10

AMAA

6.8. Forma exponencial de un nimero complejo

La funcién exponencial para nimeros imaginarios se define por la férmula de Euler:

e =cosx+isenz
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Asi, un niamero complejo z de modulo r y argumento ¢, puede escribirse como:
2 =re¥
En particular, e’ representa un complejo de médulo 1 y argumento .

Las reglas que hemos obtenido para las operaciones con complejos en forma polar, se deducen de forma
inmediata de las propiedades de la funcién exponencial:

2129 = r1€'P1 roe'?? = (r112) ilertes)

ip1 )
ﬁ = ne — 7;1 61(991—992)

Zo etz 1y

2" = (rew)n = p ¥

1
1 ; n ] i pt+2kT
Yz =2zn = (rez(‘p“k")) = Yre =

6.9. Nuameros complejos y transformaciones geométricas

Una correspondencia entre niimeros complejos del tipo 2/ = vz +w; v, w € C asocia a cada complejo z
otro nimero complejo z’. También puede considerarse como una transformacién de los puntos del plano,
de tal forma que el afijo de z se desplaza al afijo de 2’.

La transformacion més simple tiene la forma 2z’ = z + w. Como puede verse en la figura 6.5, representa,
una traslaciéon de vector w.

z/:z—l—w

Figura 6.5: TRASLACION DE VECTOR w

Hemos visto que el producto de dos complejos tiene como modulo el producto de los médulos y como
argumento la suma de los argumentos. Por ello, si se multiplica un complejo z por otro de médulo 1
y argumento ¢, es decir, si se multiplica por ¢, el médulo no cambia y el argumento aumenta en
unidades (figura 6.6). Por consiguiente, la transformacion 2z’ = e*?z se puede interpretar geométricamente
como un giro de angulo ¢ alrededor del origen.

Si la rotacion se produce alrededor del afijo de un complejo ¢, el resultado 2z’ considerado como un vector,
es la suma del vector ¢ y del vector z — ¢ girado un angulo ¢. Esta transformacién se expresa mediante:

2 =cH+ (2 —c)e™®

En general, la transformacién 2z’ = e’z +w representa un giro de angulo ¢. Si queremos calcular el centro
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de giro, buscamos el punto que queda invariante en la transformacion igualando 2’ = z = ¢:

, , w
= e'? — ") = =
c=e%c+w = c(l-e¥)=w = c T o
r_ ip
= /
z =z Zzxc+(z—c)e”

Figura 6.6: ROTACION ALREDEDOR DEL ORIGEN O DE UN PUNTO CUALQUIERA

Una homotecia de centro ¢ y razon k € R es una transformacion que hace corresponder a un punto z otro
punto 2z’ que cumple (ver figura 6.7):

o El punto 2’ se encuentra en la recta cz.

¢ La razén de las distancias de los dos puntos a c es k: ¢z’ =k - cz.

Figura 6.7: HOMOTECIA DE CENTRO ¢

La homotecia de centro ¢ y razén k € R se puede representar por la ecuacion:
Z—c=k(z—¢c) = Z=c+k(z—c)

Podemos decir que una transformacion del tipo 2’ = kz +w; k € R, k # 1 representa una homo-
tecia de razéon k. El centro de la homotecia podemos encontrarlo calculando el punto invariante de la
transformacion, es decir, haciendo 2’ = z = ¢:

c=kctw = c(l1-k=w = c=—o

En general, la transformacion 2z’ = vz + w:
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o Si v =1 es una traslacién de vector w.
w

o Si v =¢", es un giro de angulo ¢ alrededor del punto ¢ = T—ov
—e

o Siv=kesreal y k # 1 es una homotecia de razon k de centro ¢ = T

o En los demés casos es el producto de un giro de dngulo ¢ = argv y de una homotecia de razén
w
k = |v|. El centro en ambos casos es ¢ =

1—v’

Ejercicio 50. En una circunferencia de centro C(5,2) se inscribe un cuadrado. Si uno de sus vértices es el punto
P;(—2 — 1), calcular los restantes.

Solucioén:

Sea ¢ = 5+ 2i el complejo que tiene como afijo el centro de la circunferencia y z1 = —2 — i el que tiene como afijo el vértice
conocido. Los demas vértices pueden obtenerse girando z1 alrededor de ¢ multiplos de g:
zo=c+ (21 —c)e'Z
=5+4+2i+(-7— 3i)(cosg + isen g)
=5+2i—Ti+3
=8— 519
y de forma similar:
; 2m
2

(3

zz=c+(z1—0¢)e =12+ 5¢

zg=c+ (=1 7c)ei37w =249
Los vértices son P»>(8, —5), P3(12,5) y P4(2,9).

AMAA

6.10. Problemas

1. Given that

- i S=2-i, zeC
find z in the form a + ib.
2. (a) Write down the expansion of (cos@ + isin0)3 in the form a + ib, where a and b are in terms of sin 6 and cos 6.
b) Hence show that cos 36 = 4 cos® 6 — 3 cos 6.

)
)
¢) Similarly show that cos 50 = 16 cos® 6§ — 20 cos® 6 + 5 cos 6.
) Hence solve the equation cos 50 + cos 36 + cosf = 0, where 6 € [—g, %]
)

By considering the solutions of the equation cos 56 = 0, show that

and state the value of cos %.

(6 puntos) The complex numbers z; = 2 — 2i and 22 = 1 — 1/3i are represented by the points A and B respectively
on an Argand diagram. Given that O is the origin,
(a) find AB, giving your answer in the form av/b — /3, where a,b € Z;
AOB in terms of .

(b)
3. (a) Factorize 23 + 1 into a linear and quadratic factor.
(b) Let

_1+iv3
=

(1) Show that + is one of the cube roots of —1.
(1) Show that y2 =~ — 1.
(1) Hence find the value of (1 — 7)S.
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(¢) The matrix A is defined by

v 1
v

Show that A2 — A+ I =0, where 0 is the zero matrix.
(d) Deduce that
() A®=-1
() A=l =T1-A.
If 21 = a + aV/3i and z2 = 1 — 4, where a is a real constant, express z; and z2 in the form rcisf, and hence find an

. z1 6 . .
expression for (| — in terms of a and 4.
z2

5. Given that z is the complex number z + iy and that |z| + z = 6 — 2i, find the value of = and the value of y.

6. Sabiendo que (4 — 5i)m + 4n = 16 + 15i, donde i = —1, halle m y n si
(a) m y n son ntmeros reales;
b) m y n son nimeros complejos conjugados.
y '] Jjug
7. (I) (a) Sabiendo que (x +1iy)? = —5+12i, z,y € R. Compruebe que:
(1) 2 —y? = —5;
() zy =6
(b) A partir de lo anterior, halle las dos raices cuadradas de —5 + 12i.
(¢) Compruebe que para todo ntimero complejo z, (2*)% = (22)*.
(d) A partir de lo anterior, escriba las dos raices cuadradas de —5 — 12i.
(II) La grafica de una funcién polinémica f de grado 4 se muestra a continuacion.
b
(4, 0) 2,0 x
(0,-32)
(a) Explique por qué, de las cuatro raices de la ecuacion f(z) = 0, dos son reales y dos son complejas.
(b) La curva pasa por el punto (—1,—18). Halle f(x) de la forma
f(@) = (2 — @) — b)(a? + ca +d)
donde a,b,c,d € Z.
(¢) Halle las dos raices complejas de la ecuacion f(x) = 0, expresandolas en forma cartesiana.
(d) Dibuje con precision las cuatro raices sobre el plano complejo (el plano de Argand).
(e) Exprese cada una de las cuatro raices de la ecuacion de la forma re*®.
8. (a) If w=2+4 24, find the modulus and argument of w.
5 5
(b) Given z = cos % + isin ?ﬂ’ find in its simplest form w*z6.
9. Given the complex numbers z1 =14 3¢ and z20 = —1 — 3.
(a) Write down the exact values of |z1| and arg(z2).
(b) Find the minimum value of |21 + az2]|, where a € R.
10. (a) (1) Express each of the complex numbers z; = V3+4i, 20 =—/3+4and z3 = —2i in modulus-argument
form.

11) Hence show that the points in the complex plane representing zi, z2 and z3 form the vertices of an
g
equilateral triangle.
1) Show that 237 4 23" = 2237 where n € N
1 2 3
(b) (1) State the solutions of the equation 27 = 1 for z € C, giving them in modulus-argument form.
1) If w is the solution to z7 = 1 with least positive argument, determine the argument of 1+ w. Express your
g g y
answer in terms of 7.
2T
(111) Show that 22 — 2z cos (7) +1 is a factor of the polynomial z7 — 1. State the two other quadratic factors

with real coefficients.

11. One root of the equation 22 + ax + b = 0 is 2 + 3¢ where a,b € R. Find the value of a and the value of b.
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12. Considere los nimeros complejos u =2+ 3ty v = 3 + 2i.
(a) Sabiendo que

1,1 10

u v w
exprese w de la forma a + bi, a,b € R.
(b) Halle w* y expréselo de la forma, re'?.

13. Considere z = 7 (cosf +isenf), z € C
(a) Utilice la induccién matematica para demostrar que z" = r™ (cosnf + isennf), n € Z+.
(b) Sabiendo que u=1++3iyv=1—i,
(1) exprese u y v en forma modulo-argumental;

(11) a partir de lo anterior, halle u3v*.

(111) Los nameros complejos u y v se representan en un diagrama de Argand mediante el punto A y el punto
B, respectivamente. Sitie el punto A y el punto B en el diagrama de Argand.

(1v) El punto A se rota 3 en sentido contrario al de las agujas del reloj alrededor del origen O, convirtiéndose
en el punto A’. El punto B se rota en el sentido de las agujas del reloj 5 alrededor de O, convirtiéndose
en el punto B’. Halle el area del triangulo OA’B’.

(v) Sabiendo que u y v son raices de la ecuacion z* + bz3 + cz2 + dz + e = 0, donde b, c,d,e € R halle los
valores de b, ¢, d y e.

14. (a) Halle tres raices distintas de la ecuaciéon 823 + 27 = 0, z € C, en forma modulo-argumental.
(b) Las raices se representan mediante los vértices de un tridngulo en un diagrama de Argand. Muestre que el 4rea

27\/3
16 -

del tridngulo es igual a

15. (a) Resuelva la ecuacion 23 = 8i, z € C y dé las respuestas en la forma 2z = r(cos f+isen®) y en la forma z = a+bi,
donde a,b € R.

(b) Considere los niimeros complejos z1 =1+4iy z2 =2 (cos & +isen % ).
(1) Escriba z1 en la forma r(cos 0 + isen ).
(11) Calcule z122 y escriba el resultado en la forma z = a + bi, donde a,b € R.
(1) A partir de lo anterior, halle el valor de tg ?—’2’ en la forma ¢ + dv/3, donde ¢,d € Z.
(rv) Halle el menor valor p > 0 para el que (z2)P es un ntmero real positivo.

16. Sea w = Cos277r + isen 2777

(a) Verifique que w es una raiz de la ecuaciéon 27 — 1 = 0.

(b) (1) Desarrolle (w — 1)(1 +w + w? + w3 + w* + w® + w%).
(11) A partir de lo anterior deduzca que 1 +w + w? + w3 + +w?* + w’ + wb = 0.

(¢) Escriba las raices de la ecuacion 2”7 — 1 = 0, z € C en funcion de w y sitle estas raices en un diagrama de
Argand.

Considere la ecuaciéon cuadratica 22 +bz+c = 0, donde b,c € R, z € C. Las raices de esta ecuacién son a y a* donde
o™ es el numero complejo conjugado de o.

(d) (1) Sabiendo que o = w + w? + w*, muestre que a* = w® + w> + w3.
(11) Halle el valor de b y el valor de c.

(e) Utilizando los valores de b y de ¢ que ha obtenido en el apartado (d)(II), halle la parte imaginaria de « en
forma de radical irracional.
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Sucesiones

7.1. Sucesion.

Una sucesidon es un conjunto infinito de niimeros ordenados de tal forma que se puede decir cuél es el
primero, cudl el segundo, el tercero, etc.

Los términos de una sucesion se designan mediante a;, a2, as, ---, en donde el subindice indica el puesto
que ocupa cada término. Un elemento genérico de la sucesiéon o término general se representa por a,.

En una sucesion, al numero natural 1 le corresponde el término a; de la sucesién, al nimero natural
2, le corresponde el término ag, etc. Por esta razon, una sucesiéon puede definirse también como una
correspondencia entre los nimeros naturales y los niimeros reales.

Cuando queremos determinar una sucesion particular, podemos hacerlo de dos maneras:

¢ Mediante una férmula para el término general. Por ejemplo

n+1
n

Sustituyendo n por 1,2, 3,.. ., obtenemos la sucesion 2,

N o
T Wl
| ot

¢ Mediante una regla de recurrencia, es decir, indicando cémo puede obtenerse cada término a partir

de los anteriores. Por ejemplo:
a1 =95, an=ap_1+3

Esto indica que el primer término de la sucesién es 5 y que cada término se obtiene sumando 3 al
anterior. esto nos permite construir la sucesiéon 5, 8, 11, 14, ---.

Una sucesiéon es creciente si cada término es mayor o igual que el anterior. Si cada término es menor
o igual que el anterior, la sucesiéon es decreciente. Si una sucesiéon es creciente o decreciente se llama
mondtona.

a,, creciente = Apg1 > an

a, decreciente = apy1 < ay

7.2. Limite de una sucesién.

Un entorno simétrico de centro a y radio r es el intervalo abierto (¢ —r , a + r). El nimero a es el
centro y el numero r es el radio del entorno ( figura 7.1).

93
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.~
~

Figura 7.1: ENTORNO SIMETRICO DE UN PUNTO

Un ntmero x perteneciente al entorno cumple que a — r < x < a + r. Estas dos desigualdades pueden
expresarse como:

|z —al <r

El valor absoluto de la diferencia © — a es la distancia entre los puntos a y x. Asi pues, la desigualdad
anterior expresa la condicién de que la distancia de los puntos del entorno al centro es menor que el radio.

Algunas sucesiones tienen la propiedad de que sus términos se van aproximando a un ndmero que se
llama el limite de la sucesion, de tal forma que la diferencia entre el limite y los términos del sucesion
se hace muy pequena. Por ejemplo, es facil ver que los términos de la sucesion:

9

[SCRR )
>
(SN

1
57
son cada vez mas proximos a 1. Se dice que el limite es 1 o que la sucesion tiende a 1.

La idea de que los términos de la sucesion se aproximan a un limite se expresa matematicamente de la
siguiente forma: diremos que la sucesién a,, tiene por limite [ y escribiremos:

lim a, =1
n— oo

Cuando cualquier entorno de centro ! y radio € (por pequefio que sea) contiene un ntmero infinito de
términos de la sucesion y fuera queden un namero finito de ellos (figura 7.2).

N términos infinitos términos

1
T

@=£ l a+e

Figura 7.2: LIMITE DE UNA SUCESION

También puede decirse que, dado cualquier nimero €, se cumple que. a partir de un término ay todos
los siguientes cumplen que |a, — | < e.

Cuando los términos de la sucesién se hacen muy grandes, es decir, cuando dado cualquier namero M,
los términos de la sucesién acaban siendo mayores que M, se dice que la sucesion tiende a infinito o que
el limite de la sucesion es infinito:

lim a,, = oo

n—oo
De forma mas precisa, diremos que el limite de la sucesién a,, es infinito, si dado cualquier ntmero M
(tan grande como queramos) hay infinitos términos de la sucesion mayores que M y un numero finito de
ellos que son menores que M (figura 7.3).

También puede decirse que el limite de la sucesién a,, es infinito, si dado cualquier nimero M, a partir
de un cierto término ay, todos los términos de la sucesiéon son mayores que M.

De forma similar puede definirse el limite —oco. Las sucesiones que tienen limite finito se llaman conver-
gentes y las que tienen limite infinito o menos infinito se llaman divergentes.
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N términos infinitos términos

Figura 7.3: LIMITE INFINITO

7.3. Calculo de limites.

Un modo de calcular el limite de una sucesién seria sustituir en la expresion del término general n por un
nimero muy grande. El resultado deberia ser un nimero préoximo al limite. Por ejemplo, si en la sucesion
de término general:

_3n+1

Qn
7’L2

sustituimos n por 1000 obtenemos

3001

= 1
1000000 — 200300

a1000 =

lo que nos hace pensar que el limite debe ser cero. A partir de la definicion de limite podriamos demostrar
que efectivamente el limite es cero.

En general, para calcular el limite sustituiremos n por oo en la expresiéon del término general y aplicaremos
las siguientes reglas:

¢ Suma y diferencia. Para todo nimero a se verifica que:

cota=00; 00+ 00 =00

¢ Producto. Si k es un nimero distinto de cero:
k-oo=00; 00 - 00 = 00
El signo del infinito resultante depende de los signos de los factores.

o Cocientes. Para todo nimero k:

En esta tltima regla, debe entenderse que el denominador no es exactamente cero sino una sucesién
que tiende a cero y que el numerador k es distinto de cero.

¢ Potencias. Si el exponente tiende a infinito tenemos que:

. oo sir>1
ro —
0 s0<r<l1

y si la base tiene a infinito:

k oo sik>0
00" =
0 sik<O

Con ayuda de estas reglas, podemos calcular muchos limites como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejercicio 51. Calcular los siguientes limites:

¢ lim 3n—-5=3-c0—-5=00—-5=
n—o0



96 TEMA 7. SUCESIONES

n+1 5-00+1 o041 o0

¢ lim = — =00
n—oo 3 3 3 3
3 3 3 3
o lim = — =0

n—oon2 41 oo2+1:oo+1:oo

3\" 3\
o lim (2——) =(2—-— =(2-0)® =2 =0
o lim 517":517°°:5*°°:i:i:0

AMAA

Cuando no pueden aplicarse las reglas generales se habla de casos de indeterminacién. Hay 7 casos
de indeterminacién:

¢ Diferencia de infinitos:
00 — 00
¢ Producto de cero por infinito:

0-00

¢ Cociente de infinitos y de ceros:

¢ Indeterminaciones con potencias:
100 , OOO 7 00
No hay una regla general para el calculo de estos limites. La técnica a aplicar depende de las funciones
que aparezcan en la expresion del término general.

En el caso de que el término general esté definido por una expresiéon polindémica, la indeterminacion
que se presenta es del tipo oo — 0o y se resuelve teniendo en cuenta que el término de mayor grado es
infinitamente mayor que los términos de grado inferior que, por consiguiente, se pueden ignorar, como
vemos en los siguientes ejemplos.

Ejercicio 52. Calcular los siguientes limites:

o lim (n2 —=3n+1)= lim n?=00? = oo
n—oo n—o0

o lim (5n2 —n3) = lim (-n3) = —c0
n—oo n—oo

Podemos ver que el limite de una expresion polinémica es +0o0 0 —oo segtin que el término de mayor grado tenga coeficiente
positivo o negativo.

AdAA

Si el término general estd dado por una funcién racional, es decir, por un cociente de polinomios en n, se
presenta una indeterminacion del tipo 22. En este caso, se puede aplicar la técnica anterior al numerador
y al denominador.

Ejercicio 53. Calcular los siguientes limites:

., 3?2 —5n+6 . 3n? ., 3 3
o lm ——— = 1lim — = lim — = — =0
n—oo m3 —1 n—oo 2n3 n—oo 2n 00
R 5mt —2n +1 , 5n? B} 5n2 o]
o lIm ——— = lim — = lim — = — =
n—oo 2n2 +4n + 3 n—oo 2n2 n—oo 2 2

32 —n+6 ; 3n2
o lim =1

- " — lim —
n—oo n2+5n—3 n—oo n2
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En consecuencia, si el término general de la sucesion viene dado por una funcion racional:

¢ El limite es 0 si el denominador es de mayor grado que el numerador.

¢ Es oo si el numerador es de mayor grado que el denominador.

o Es igual al cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado si el numerador y el deno-
minador son del mismo grado.

7.4. El namero e.

Se llama asi al limite de la siguiente sucesién:

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

Como se ve se trata de un limite indeterminado del tipo 1°°. El limite de esta sucesién no es infinito, pues
puede demostrarse facilmente (sabiendo un poco de combinatoria) que todos sus términos son menores
que 3. Se ha demostrado que e es un numero irracional cuyas primeras cifras son:

e =2,718 281 828 459 045 235 36 . . .

Con ayuda del numero e pueden calcularse muchos limites indeterminados del tipo 1°°. En particular, es
facil ver que si a, b, k son nimeros cualesquiera:

1 n—+b
lim (1 + ) =e
n— 0o n-+a
kn
1
lim (1 + ) =
n—00 n

lfm (1 + k) =P
n— oo n

. . . E\"™
Ejercicio 54. Demostrar lim (1 + —) =e
n— oo n

Solucion:

k\" )" 1) #* ]
lim (1 + 7) = lim <1 + n) = lim <1 + n> = lim <1 + n> =k
n—oo n n—o0 E n—oo E n—oo z

AAAA

7.5. Progresiones aritméticas y geométricas

Una progresiéon aritmética es una sucesion de numeros en la que cada término es igual al anterior més
un nimero constante que se llama diferencia de la progresion:

ap = Ap-1 + d
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De la definiciéon se deduce que:

as =a1+d

a3 =as+d=a1 + 2d
ayg =a3+d=a1+3d
as =ag+d=a1+4d

En general se cumple que:

an:a1+(n—1)~d‘

Aplicando la féormula anterior a dos términos de la progresion se obtiene:

am =a1+d-(m—1)
an=a1+d-(n—1)

Restando las dos igualdades resulta:

am:an+d~(m—n)‘

férmula que permite obtener cualquier término de la sucesion a partir de otro término y de la diferencia.

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmética es:
Sp=a1+ax+as+---+ay,

Agrupando los sumandos el primero con el tltimo, el segundo con el pentltimo, etc:
Sp=(a1+an)+ (ag + ap—1)+---

Todos los paréntesis son iguales y hay 4 paréntesis. Por consiguiente:

(a1 +ap) n

Sy = 5

Una progresion geométrica es una sucesion de ntimeros en que cada uno de ellos es igual al anterior
multiplicado por un nimero constante llamado razén de la progresion:

Gpt1 = Qp * T
Razonando de forma similar a como se hizo con las progresiones aritméticas resulta:
an =ay -t

Aplicando esta formula a dos términos:

Ay = Q1 T

Dividiendo miembro a miembro se obtiene:

Ay = Qp 7"

Si en la expresion:

Sp=a1+aztaz+---+ap



7.6. PROBLEMAS 99

multiplicamos por r y restamos, resulta:

Sn =at+ay +az - +an
Spr = arr 4 agr + -+ apar + anr
S, — Spr = a1 — ap,r

De aqui se obtiene la formula para la suma:

aiy — apr
S, =—--
1—1r

Si la razon de la progresion estd comprendida entre —1 y 1, el término a,, tiende a cero cuando n tiende
a infinito. En este caso existe el limite de S,,:
a; — anT ay

S = lim S, = lim =

n— o0 n—oo |1 —1r 1—1r

Por consiguiente, para estas progresiones podemos escribir:

a
Soo ! —l<r<l1
1—r
7.6. Problemas
1. A geometric sequence u1, u2, u3, ... has u; = 27 and a sum to infinity of 82—1.

(a) Find the common ratio of the geometric sequence.
(b) An arithmetic sequence v1, v2, v3, ... is such that v2 = uz and v4 = u4. Find the greatest value of N such that

N
Z’Un >0
n=1

2. An arithmetic sequence has first term a and common difference d,d # 0. The 3rd, 4th and 7th terms of the arithmetic
sequence are the first three terms of a geometric sequence.

(a) Show that a = —2d.
(b) Show that the 4th term of the geometric sequence is the 16th term of the arithmetic sequence.

3. In the arithmetic series with nt® term Un, it is given that us = 7 and ug = 22. Find the minimum value of n so that
w1 + ug + us + ... 4+ un > 10000.

%) 1\"
4. Find the value of k if >k (7) =7
r=1 3

5. La suma de los 16 primeros términos de una progresion aritmética es 212, y el quinto término es 8.

(a) Halle el primer término y la diferencia comin.

(b) Halle el menor valor de n para el cual la suma de los n primeros términos es mayor que 600.
6. Cada vez que una pelota bota, alcanza un 95 % de la altura lograda en el bote anterior. Inicialmente la pelota se deja

caer desde una altura de 4 metros.

(a) ¢{Qué altura alcanza la pelota después del cuarto bote?

(b) ;Cuantas veces bota la pelota antes de que ya no alcance una altura de 1 metro?

(¢) ¢Cuadl es la distancia total que recorre la pelota?
7. The first terms of an arithmetic sequence are

1 1 1 1
logy z’ loggx’ logsox’ logiagz

Find « if the sum of the first 20 terms of the sequence is equal to 100.

8. A geometric sequence has first term a, common ratio r and sum to infinity 76. A second geometric sequence has first
term a, common ratio 73 and sum to infinity 36. Find 7.

9. The arithmetic sequence {un : n € ZT} has first term u; = 1,6 and common difference d = 1,5. The geometric
sequence {v, : n € ZT} has first term v; = 3 and common ratio r = 1,2.
(a) Find an expression for un — vp in terms of n.
(b) Determine the set of values of n for which u, > vn.
(¢) Determine the greatest value of u, — v, . Give your answer correct to four significant figures.



100

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

TEMA 7. SUCESIONES

(a) (1) Express the sum of the first n positive odd integers using sigma notation.
2

(11) Show that the sum stated above is n*.
(11) Deduce the value of the difference between the sum of the first 47 positive odd integers and the sum of
the first 14 positive odd integers.
(b) A number of distinct points are marked on the circumference of a circle, forming a polygon. Diagonals are
drawn by joining all pairs of non-adjacent points.
(1) Show on a diagram all diagonals if there are 5 points.

(1) Show that the number of diagonals is nn=3) if there are n points, where n > 2.
(1i1) Given that there are more than one million diagonals, determine the least number of points for which this
is possible.
A geometric sequence {un }, with complex terms, is defined by up4+1 = (1 + ¢)un and u; = 3.
(a) Find the fourth term of the sequence, giving your answer in the form x + yi, z,y € R.
(b) Find the sum of the first 20 terms of {un }, giving your answer in the form a x (1+2™) wherea € C and m € Z
are to be determined.
A second sequence {vy, } is defined by v, = upupyr, kK € N.

(¢) (1) Show that {v,} is a geometric sequence.
(11) State the first term.
(1) Show that the common ratio is independent of k.

A third sequence {wy, } is defined by wn = |un — Un41].
(d) (1) Show that {wn} is a geometric sequence.
(11) State the geometrical significance of this result with reference to points on the complex plane.
Los tres primeros términos de una progresiéon geométrica son sen x, sen 2z y 4sen z cos? x, -5 <z< 3.
(a) Halle la razon comun r.
(b) Halle el conjunto de valores de = para los cuales la serie geométrica senx + sen2x + 4senxcos2z + ... es
convergente.
(¢) Considere

T = arcosz, x>0

Muestre que la suma de los infinitos términos de esta serie es igual a —V215

(a) (1) Halle la suma de todos los nimeros enteros comprendidos entre 10 y 200 que son divisibles entre 7.
(1) Exprese la suma anterior utilizando notacion de sumatoria.
(b) En una progresion aritmética, el primer término es 1000 y la diferencia comutin es —6. La suma de los n primeros
términos de esta progresion es negativa. Halle el menor valor de n.
La ecuacion ctbica 23 + px? 4 gz + ¢ = 0, tiene por raices a, 8 y 7. Desarrollando (z — )(x — 8)(x — ) muestre que:
() () p=—(a+B+).
(m) ¢=af+ py+~a.
(1) ¢ = —apfy.
Ahora se sabe que p = —6 y ¢ = 18 para los apartados (b) y (¢).
(b) (1) En el caso de que las tres raices formen una progresion aritmética, muestre que una de las raices es 2.
(11) A partir de lo anterior, determine el valor de c.
(¢) En otro caso, las tres raices «, § y v forman una progresion geométrica. Determine el valor de c.

Considere el desarrollo de (1 + )™ en potencias ascendentes de x, donde n > 3.
(a) Escriba los cuatro primeros términos del desarrollo.
Los coeficientes de los términos segundo, tercero y cuarto del desarrollo son términos consecutivos de una progresiéon
aritmética.
(b) (1) Muestre que n® —9n2 + 14n = 0.
(1) A partir de lo anterior, halle el valor de n.

La suma del segundo y el tercer término de una progresion geométrica es igual a 96. La suma de los infinitos términos
de esta progresion es igual a 500. Halle los valores posibles de la razén comun 7.
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Funciones

8.1. Definiciones.

Una funcién f es una correspondencia que asocia a cada numero real x (variable independiente) un
unico namero real f(z) (variable dependiente). La representacion gréfica de la funcién f es la curva
de ecuacion y = f(x) formada por los puntos de coordenadas (x, f(x)).

El dominio o dominio de definicion de una funcién es el conjunto de valores que puede tomar la variable
independiente z. El recorrido es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente f(x).

Una funcién como cos? z puede considerarse como la aplicacién sucesiva a la variable independiente x de
la funcién f(z) = cosx y de la funcién g(x) = z%. Esta operacién consistente en aplicar sucesivamente
dos funciones se llama composiciéon de funciones y se representa por g o f:

go f(x)=g[f(z)]
En general, la composicién de funciones no es conmutativa. Por ejemplo, es diferente cos? x que cos(x?).

Dos funciones f y f~! son inversas una de la otra si
fley=y = x=f"y) obien fofl(z)=1

Son funciones inversas el cuadrado y la raiz cuadrada, el logaritmo y la exponencial o el arcoseno y el
seno puesto que:

Va2 = (Va)? =z Ine® =% =z ; sen( arsenx) = arsen (senz) = x

La funcién inversa sirve para despejar el argumento de una funcién. Por ejemplo:

2=y = =,y
hmher=y = z=¢€Y

=y = z=Iny
cosr=y = I = arcosy

La funcién f(z) es creciente en un intervalo si para puntos xi, zo en ese intervalo:
1 >x2 = f(z1) > f(22)

De forma similar, f(x) es decreciente en un intervalo si para puntos z1, x2 en ese intervalo:
1 >x2 = f(z1) < f(22)

101
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maximo

creciente

decreciente

creciente

minimo

Figura 8.1: INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

La funcién f(z) tiene un maximo relativo en el punto z( si en ese punto toma un valor mayor que en
los puntos préoximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

Una funcion f(z) tiene un minimo relativo en el punto z si en ese punto toma un valor menor que en
los puntos préximos situados tanto a su izquierda como a su derecha.

También podemos clasificar los puntos de la gréfica de una funcién segin que la tangente quede por
encima o por debajo de la curva. Si la tangente en un punto queda por encima de la curva, diremos que
la funcion es convexa en ese punto y si queda por debajo diremos que la funcién es concava. Los puntos
en que la funcién cambia de céncava a convexa o de convexa a concava se llaman puntos de inflexiéon
de la curva. En estos puntos, la tangente atraviesa la curva.

convexa

punto de inflexién

céncava

Figura 8.2: INTERVALOS DE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD
Una funcién es par o simétrica respecto al eje de ordenadas si cumple que f(—z) = f(z). Las
funciones polinémicas que tienen solamente potencias pares son simétricas respecto al eje de ordenadas.

Una funcion es impar o simétrica respecto al origen si cumple que f(—z) = —f(x). Las funciones
polinémicas que tienen solamente potencias impares son simétricas respecto al origen.

Una funcién periédica de periodo T es aquella cuyos valores se repiten a intervalos de longitud 7', es
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decir que:

flx+T) = f(x)

Figura 8.3: FUNCION PERIODICA

8.2. Funciones de primer y segundo grado.

Como vimos anteriormente, la representaciéon grafica de las funciones polinémicas de primer grado
fx)=mx+b

es una linea recta de pendiente m y cuya ordenada en el origen es b.

La representacion grafica de la funcién polinémica de segundo grado o funcién cuadratica
f(z) =az® +bx+c

es una parabola. La parabola presenta un minimo o un maximo segin que el coeficiente de 22 sea positivo
o negativo. El maximo o minimo de la funcién es el vértice de la parabola.

y=—a>—5x—2 y=az’ +br+c \\\
\ / . \ /
_ y = a( — 20)* + ¥ \
SN
N\ \
/ \ \ /
/ \ \ / \ /
/ \
/ \ \_/
“,‘"‘ : y()—fff——————————————&r/
/ \ \ / I
/‘ \ \ / !
‘r" o “‘\
“‘J“‘ -4 -2 \\‘\ ] 2 \ 4 / 6 8 _b .730
/ \ \ To=—
o/ -
’ | N Y= 22— 7z +10 Yo = amﬁ + bxy+ ¢

Figura 8.4: FUNCION CUADRATICA

Las intersecciones de la parabola con los ejes se obtienen resolviendo el sistema formado por la ecuacién
de la pardbola y la ecuaciéon de los ejes.

OX - y:a(g2+bm+czo oy : y:ax2+bx+c=O
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Las coordenadas del vértice se calculan de la siguiente forma: la abscisa del vértice es el punto medio
de las intersecciones (si existen) con el eje OX. Una vez calculada la abscisa, se obtiene la ordenada
sustituyendo en la ecuaciéon de la parabola:

b

To=—5; Yo = axi +brg + ¢

Ejercicio 55. Representar graficamente la funcion y = 22 — 5z — 14.
Solucioén:
El punto de interseccién con el eje de ordenadas es la solucion del sistema:

= A(0,—14)

y=a% -5z — 14
z=0

Los (posibles) puntos de interseccion con el eje de abscisas se obtienen del sistemas:

y=x2—5c—14 5++v25+56 5+9
=——43 T = =
y:O 2 2

Hay dos puntos de interseccion de abscisas —2 y 7. Los puntos son entonces Bi(—2,0) y B2(7,0)

El vértice tiene como coordenadas

5 25 5 81
=32 =2 5.2 qu=_2
=5 vo=ry 2 4

Con estos datos, la representacion grafica seria:

y=x>—5z—14

14 |\

AMAA

Ejercicio 56. Representar graficamente la funcion y = 4z — 22

Solucion:

Procediendo de forma similar al problema anterior resulta que la interseccion con el eje OY es el punto (0,0), las intersec-
ciones con el eje OX estan en (0,0) y (4,0) y el vértice en (2,4).

La representacion grafica es:
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Y
(2,4)
/N
O |/ \\
4 X

y = da — 2

Obsérvese que, puesto que el coeficiente de 22 es negativo, la funciéon presenta un maximo al contrario de lo que ocurria en
el ejemplo anterior.

ANAA

8.3. Funcién de proporcionalidad inversa.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales si su producto es constante. Las funciones definidas
mediante ecuaciones del tipo:

k ar +b

y:cx+d © y:cx+d

se llaman funciones de proporcionalidad inversa y la curva correspondiente es una hipérbola. Esta
curva puede dibujarse calculando sus intersecciones con los ejes:

_ar+b _ar+b
y_chrd y_chrd

y sus asintotas. Mas adelante se verd como se pueden obtener las asintotas de cualquier curva. Para la
funcién de proporcionalidad inversa la asintota vertical se obtiene igualando a cero el denominador y la
asintota horizontal dividiendo los coeficientes de x:

) . a ) . —d
asintota horizontal: y = — asintota vertical: x = —
c c

Conocidas las asintotas © = z¢ e y = yo, la ecuacion de la hipérbola puede escribirse en la forma:
(x—z0)(y—10) =k

donde se pone de manifiesto que las magnitudes inversamente proporcionales son © — xg e y — yp.

Ejercicio 57. Representar graficamente la funcion:

_2z—5
T z-3

Solucién:
La asintota vertical es x — 3 = 0, es decir, z = 3.
La asintota horizontal es y = 2 (y igual al cociente de los coeficientes de ).

Calculamos las intersecciones con los ejes. El punto de interseccion con el eje de abscisas es:
2x —5 5
y =
z—3 = A (7, 0)
2
y=0
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_2z+1
N
y=2

r=—1

Figura 8.5: FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA

y el punto de interseccién con el eje de ordenadas:

2z —5 5
{y z—3 = B(O,f)
_ 3

=0

Con estos datos, la grafica de la funcion es la siguiente:

AAAA

8.4. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Las funciones definidas por y = a” donde a es un numero positivo cualquiera se llaman funciones
exponenciales. Sea cual sea el valor de a, la funcién puede escribirse en la base e, es decir como
y = €*® con k = Ina positivo o negativo segiin que a sea mayor o menor que 1. Como caracteristicas mas
importantes de estas funciones destaquemos las siguientes:

kx

¢ Sea cual sea el valor de x, e** es positivo.

o El eje de abscisas, esto es la recta y = 0 es una asintota horizontal de y = e**
sea k positivo o negativo.

en —oo 0 +00 segin

k

¢ La curva y = €"® no corta al eje de abscisas. Corta al eje de ordenadas en el punto (0,1).

Se llaman funciones logaritmicas las definidas por f(x) = log, . Con ayuda de la formula del cambio de
base de los logaritmos, cualquier funcién logaritmica puede expresarse como y = k - Ilnx, donde Inz es el
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\ /
o\ /
y = e \ Y /,/ y= et Y

Figura 8.6: FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

logaritmo neperiano o sea el logaritmo en la base e. Como propiedades fundamentales de estas funciones

citaremos:
¢ Las funciones logaritmicas solo existen para x positivo.
o Larecta z = 0 (el eje de ordenadas) es asintota vertical de y = k- Inz.

o La curva y = k - Inz no corta al eje de ordenadas. Corta al eje de abscisas en (1,0).

8.5. Funciones circulares.

Las funciones y = senz, y = cosx e y = tgx asi como sus reciprocas cosecante, secante y cotangente,
tienen la particularidad de que son periddicas, es decir toman valores iguales cada 27 radianes.
Como se ve (figura 8.7), las graficas de las funciones seno y coseno son iguales pero desfasadas en 7. La

funcién tangente tiene asintotas x = £(2k +1)5 para k=0, 1, 2, ...

| | |

= tgz| |

y = senw [|Y = 8% | 3

Y = COST | ‘ “

1
/ % \ D) / / 2 / 2 o/
0 7 2 /o ™ y
/ /”’
\. 7// \. / /
i | s

Figura 8.7: FUNCIONES CIRCULARES
Las inversas de estas funciones se llaman arcoseno, arcocoseno y arcotangente. Estas funciones se definen

de la siguiente manera:
o arsen x es el angulo (en radianes) comprendido entre —5 y 4 cuyo seno vale .

o arcos x es el angulo comprendido entre 0 y 7 cuyo coseno vale z.

¢ artg z es el angulo comprendido entre —3 y 5 cuya tangente vale .
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Transformacién de funciones

Sea la funcién definida por y = f(x).

<

Traslaciones.

La grafica de y = f(z — o) se obtiene trasladando la grafica de y = f(x) hacia la derecha x
unidades.
La grafica de y = yo + f(x) se obtiene trasladando la grafica de y = f(x) hacia arriba yo unidades.

Simetrias.

La grafica de y = f(—x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de ordenadas.
La grafica de y = — f(x) es simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas
Cambios de escala.

La grafica de y = f(kz), k > 0 es la misma que la de y = f(z) dividiendo por k la escala en el eje
de abscisas.
La gréfica de y = kf(z) es la misma que la de y = f(z) multiplicando por k la escala del eje de
ordenadas.

Funcioén reciproca.

Para dibujar y = ﬁ a partir de y = f(z) tendremos en cuenta lo siguente:

— Dibujamos las rectas y = 1 e y = —1. Los puntos de interseccion de y = f(x) con estas rectas
pertenecen también a la grafica de la funcién reciproca.
— Los ceros de una funcién son asintotas verticales de la otra y viceversa.

— Cuando una de las funciones es creciente la otra es decreciente. Los méximos y minimos de
una funcién son minimos y maximos de la otra (salvo que tengan ordenada cero).

— Si una de las funciones tiende a infinito la otra tiende a cero y viceversa.

— Las dos funciones tienen el mismo signo

Valor absoluto.

Para x > 0 la grafica de la funcion y = f(]z|) es igual que la de y = f(z). Para < 0 es la imagen
reflejada en el eje de ordenadas de la parte correspondiente a los x positivos.

La grafica de la funcion y = |f(x)]| es igual que la de y = f(x) si f(z) > 0. Cuando f(x) < 0 es la
simétrica de y = f(x) respecto al eje de abscisas.

Ejercicio 58. Dibuje aproximadamente el grafico de y = |22 — 4z — 5| e y = 22 — 4|z| — 5.

Solucion:

La grafica de la funcion f(z) = 22 — 4z — 5 es:
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La grafica de y = |22 — 4z — 5] es:

La grafica de y = 22 — 4|x| — 5 se obtiene reflejando en el eje OY la parte correspondiente a las = positivas:

AAAA

Ejercicio 59. Sean las funciones

2

1
f(x):;§ 9(55):1_:6_’_3

(a) Explicar qué transformaciones permiten pasar de f(z) a g(z).

(b) Representar la curva y = g(z) indicando sus asintotas y sus intersecciones con los ejes de coordenadas.

Solucion:

(@) Pueden aplicarse sucesivamente las siguientes transformaciones:

1 1 2 2 2

— — —
x x4+ 3 x4+ 3 x4+ 3 T+ 3

Es decir:
— Traslacién en el eje OX

— Cambio de escala en el eje OY
— Simetria respecto a OX
— Traslacion en el eje OY

(b) Es una funcion de proporcionalidad inversa. La grafica es:

109
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Las asintotas son las rectas y = 1 y © = —3. Los puntos de interseccion con los ejes son (—1,0) y (0, é)

ANAA

Ejercicio 60. Representar la curva

" In(z+1)

Solucion:

Primero representamos la curva y = In(z + 1) trasladando y = Inz una unidad hacia la izquierda:

&
0
B
°
=
N
w
IS
o
o

1

Y después representamos la reciproca y = ———:
P P procay = e
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AAAA
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Tema 9

Limites de funciones. Continuidad

9.1. Limite cuando la variable tiende a infinito.

Cuando escribimos

lim f(z) =1

Tr—r0o0
queremos decir que cuando la variable x se hace muy grande los valores de la funcién son muy préximos
al nimero [. Graficamente seria asi:

|

y=fe) |

/

/ 5
/ —

/

Figura 9.1: LIMITE CUANDO LA VARIABLE TIENDE A INFINITO

Vemos que en este caso la grafica de la funcién cuando = se hace muy grande se aproxima a la recta
horizontal = [. Veremos mas adelante que esta recta se llama asintota horizontal de la funciéon (ver
figura 9.1 izquierda).

Si el limite es infinito (y de modo muy parecido si es menos infinito) escribimos:
lim f(z) = o
T—0o0
y significa que eligiendo x suficientemente grande la funciéon toma valores tan grandes como se quiera, es
decir, la grafica de la funcion corta a cualquier recta horizontal (ver figura 9.1 derecha).
De forma maés precisa (figura 9.1):

Definicién 1 (Limite finito cuando & — o0). El limite de la funcion f(x) cuando x tiende a infinito es
l, y se escribe:

lim f(z) =1

T—>00

113



114 TEMA 9. LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

' lim f(z) =1 Y lim f(z) =

2—00

y=f(=)

Figura 9.2: LIMITES CUANDO x TIENDE A INFINITO

st dado un numero cualquiera € mayor que cero, existe un valor de la variable xy tal que para los valores
de x mayores que xg, la distancia entre los valores de la funcion y el limite son menores que :

Ve>0 Fag | z>z0=|f(zx)-I|l<e

Definicién 2 (Limite infinito cuando x — o0). Se dice que el limite de la funcién f(x) cuando la variable
x tiende a infinito es infinito y se escribe:

lim f(z) =00

T—00

st dado cualquier niumero M, existe un valor de la variable xo a partir del cual los valores de la funcion
son mayores que M :

VM 3zy | z>x0= f(z)>M

Los limites cuando la variable tiende a menos infinito se definen de modo similar.

Todas las reglas de calculo de limites que hemos visto en el tema de sucesiones pueden aplicarse al calculo
de limites de funciones cuando la variable tiende a infinito.
Ejercicio 61. Calcular los siguientes limites:
o lim ($2 - 3z3) = —00
r—r00

2 5z +2
m — =
x— 00 x3+4;(;

o lim —/——m——— = —=
z—oo 223 — 322 + 6 2

1 2x
o lim (1+ ) =¢?
xr—r o0

z2 -3z
1-— —) =e 3

o lim
xr—r 00

o lim (14

r—r00

= o

1
o lim (1+ ) —e
z—00 2x + 3
( 2 )5z+1 10
o lim (14 3
T—o0 3z +3
2
o lim (1 )
Tr— 00 J,-
( ﬂ')
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9.2. Limite cuando la variable tiende a un niimero finito.

Y y= f(z) y

Figura 9.3: LIMITE CUANDO LA VARIABLE TIENDE A UN VALOR FINITO

Cuando escribimos

queremos decir que cuando la variable x toma valores préximos a xg, pero distintos de zq, la funcién
f(z) toma valores proximos a ! (ver figura 9.3 izquierda). Es importante destacar que el limite de una
funcién en un punto no depende del valor de la funcion en ese punto sino de los valores que toma en los
puntos proximos. Para que haya limite, ni siquiera es necesario que exista la funcion en ese punto pero
debe existir en los puntos préximos.

De forma maés precisa (figura 9.4):

Definicién 3 (Limite cuando x — x¢). El limite cuando z tiende a xo de la funcion f(z) es igual a l y
se escribe:

lim f(z)=1

T—xTo
si Ve>0 30 | |z—mo| <d=|f(z)—1]<e.

Si en los puntos préximos a xg la funcién toma valores muy grandes, mayores que cualquier nimero fijado
)
previamente, diremos que la funcion tiende a infinito (ver figura 9.3 derecha).

lim f(z) = o0

T—xTo

El limite igual a menos infinito se define de modo similar. Si el limite x tiende a zo es infinito (o menos
infinito), la recta = xo es una asintota vertical de la funcion.
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Y y = f(x)

Figura 9.4: LIMITE CUANDO z TIENDE A UN NUMERO FINITO
9.3. Funciones continuas. Casos de discontinuidad.

Con las funciones que utilizamos habitualmente, si tienen limite finito, suele ocurrir que el limite de la
funcién en un punto xg coincide con el valor de la funcién:

lin f(z) = f(xo)
En este caso se dice que la funcién es continua en x.
Destaquemos que para que una funcién sea continua en xg debe cumplirse que:
- Existe el limite de la funcién en el punto x.
- Existe la funcién en el punto xg, es decir, el punto zy pertenece al dominio de la funcion.

- Ambos nimeros lim f(x)y f(xo) son iguales.
T—rXTQ

Cuando una funcién no es continua en un punto se dice que es discontinua en ese punto. Pueden presentarse
los siguientes casos:

¢ Discontinuidad evitable. Hemos dicho que el limite depende del valor que toma la funcién en
los puntos préximos al punto pero es independiente del valor de la funcién en el punto. Asi, es
posible que una funcién tenga limite en el punto xo pero no exista la funcién en ese punto (o no
coincida con el limite). En este caso se dice que la funciéon presenta una discontinuidad evitable.

f tiene una discontinuidad evitable en zy <= 3 lim f(x) # f(xo)
T—>T(Q

Por ejemplo, la funcién:
fz) =

no estd definida en el punto = 0 (ver figura 9.5). Sin embargo puede demostrarse queda

senxr

T

. senzx
lim
x—0 x

=1

Se llama discontinuidad evitable porque es posible darle un nuevo valor a la funcién en el punto de
discontinuidad de modo que la nueva funcién asi definida sea continua. Por ejemplo en la funcion
anterior, definiendo:

senx 0
ﬂ@{lz v
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senxr senxr .
y= , siz#0
Y= a

1 siz=0

Figura 9.5: DISCONTINUIDAD EVITABLE

obtenemos una funcién continua igual a la anterior en todos los puntos salvo en x = 0.

¢ Salto finito. Algunas funciones tienen limites diferentes segin que la variable se aproxime al
punto por la derecha o por la izquierda (ver figura 9.6). Los limites laterales se indican mediante:

lim f(x); lim f(z)
T—T wﬁwa'
donde los superindices — y + indican que x tiende a xg por la izquierda y por la derecha respec-
tivamente. Que z tiende a x( por la izquierda significa que x es préximo a xy pero menor que xg

y que z tiende a x¢ por la derecha significa que  es préoximo a x¢ pero mayor que .

7= —zl+4r -3 z<2
: 2> —drx+8 z>2

Figura 9.6: DISCONTINUIDADES POR SALTO FINITO Y POR LIMITE INFINITO

Por ejemplo, la funcién:

() —22 440 -3 z<2
xTr) =
22 —4r+38 x> 2

tiene un salto finito en x = 2, puesto que:

lim f(z)=1; lim f(z) =4
T—T) :E—)wg'
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¢ Infinitos. El tercer tipo de discontinuidad son los infinitos de la funcién, es decir, los puntos xg

tales que:

Por ejemplo, la funcién:

x+1
r—1

fz) =

tiene un punto de discontinuidad en z = 1 ya que (ver figura 9.6):

. xz+1
lim =
z—>1qx —1

¢ Discontinuidad esencial. Se produce este tipo de discontinuidad cuando no existen los limites
laterales ni son infinitos. Por ejemplo, la funcién:

f(z) = sen %

no tiene limite cuando z tiende a 0 (figura 9.7). Podemos ver que, cuando la variable es muy
proxima a cero, la funcién oscila rdpidamente entre —1 y 1 con una frecuencia que tiende a infinito

a medida que x tiende a cero.

1
Yy = sen —
T

“ f

W

+
” Il “‘

Figura 9.7: DISCONTINUIDAD ESENCIAL

Ejercicio 62. Estudiar la continuidad de la funcion:

a3 — 222 4 —2

x) =
f(=) g B—
Solucién:
Los puntos de discontinuidad son x = -1y = = 2.
Enz=-1:

, 3 — 222 42 —2 —6

Im ———————— = — =00

-1  z2—x—2 0

Hay una indeterminacion de salto infinito.

En z=2:
L a3 202 -2 . (=2 (=2 +1) (x2+1)
Im ——— = lim = =
=2 g2 —x—2 =2 (z+1)(z—2) e (z+1) 3

En z = 2 hay una discontinuidad evitable

ANAA
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9.4. Asintotas.

Las asintotas son rectas tangentes a la curva en el infinito.
En el caso de asintotas verticales, esto significa que cuando z tiende a zq la distancia entre la curva y la

asintota tiende a cero y la pendiente de la curva tiende a infinito.
En asintotas horizontales y oblicuas la distancia entre la curva y la asintota tiende a cero y, ademas, la

pendiente de la curva se hace igual a la pendiente de la recta (cero en el caso de la asintota horizontal)
cuando z tiende a infinito.
Podemos considerar los siguientes tipos de asintota:
o Asintotas verticales (ver figura 9.6 derecha):
x = o asintota vertical de f(z) <= lim f(z) = o0
T—xo
Por ejemplo la funcién:

r+1
r—1

tiene una asintota x = 1 puesto que:

., x+1
lim =

=0
m%lx—]_

© Asintotas horizontales (ver figura 9.8 izquierda):

y = yo asintota horizontal de f(z) <=  lim f(z) =yo
T—r0O0

Dot T
Y= \
/ y=x

Figura 9.8: ASINTOTA HORIZONTAL Y OBLICUA
5x

Por ejemplo, y = 0 es una asintota horizontal de la funcién y = — 7 porque:
x

i 5x

o Asintotas oblicuas (ver figura 9.8 derecha):
y = mx + b asintota oblicua de f(z) <= lim [f(x) = (mx+b)]=0
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Puesto que y (la ordenada de la asintota) y f(x) son iguales cuando z tiende a infinito, podemos
calcular la pendiente m de la asintota, del siguiente modo:

y=b _ gy f@ b g, f@

T T—00 T T—o00 I

y=mx+b = m=

Una vez calculada la pendiente, se obtiene la ordenada en el origen b:

y=mr+b = b=y—mz= lim [f(x)— mz]

Tr—r00

Por ejemplo, para obtener la asintota de la funcién:

2T

fw) = 2 +1

se calculan los siguientes limites:

1 2447 , 2 +x+7
hm —_—— = hm 7:1
T—00 I 2 +1 T—00 3+
) N L B+ T-23 -z i 7
Im (————-1-2) = lim = lim =0
T—00 ;Cz +1 T—00 CCQ +1 T—>00 1’2 +1
de forma que la asintota es y = .
Nueva definicién de continuidad
v
flzo + Az)
Af
f(Jfo)
P
o) T Ag w+ T x

Figura 9.9: FUNCION CONTINUA

Llamemos x = o9 + Az (figura 9.9):

Mo, @) =flw) = Jlim, flao+Ad) = flzo)

= Alifgo [f(zo + Az) — f(20)] = 0

—  lim Af=0
Az—0

donde se ha llamado Af a la variacion de la funcion f cuando la variable z cambia en la cantidad
Az. Esta nueva definicion puede expresarse de la siguiente forma: una funcidn es continua, si a varia-
ciones infinitesimales de la variable dependiente, corresponden variaciones infinitesimales de la variable
dependiente.
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9.6. Reglas para el calculo de limites

9.6.1. Limites cuando z — >

Reglas generales: Para calcular estos limites pueden aplicarse las siguientes reglas:

k
cotk=o00 k-oco=00 (k#0) %:oo 0=
k 1
k) ® >0 poo ) r>
0 k<O 0 r<i

Cuando no se pueden aplicar esas reglas, los limites se llaman indeterminados y es preciso aplicar
otros procedimientos. Son limites indeterminados los del tipo:
00 0 0

00 — 00 000 — - 00 1*° 00
00 0

Funciones polinémicas y racionales: Las indeterminaciones que se presentan se resuelven teniendo
en cuenta solamente los términos de mayor grado de cada polinomio. Para calcular el limite de la
diferencia de dos fracciones que tienden a infinito se hace previamente la resta.

Otras funciones: Si hay que comparar infinitos de distintos tipos en indeterminaciones del tipo co/co
0 0o — 00 se tiene en cuenta que los infinitos mas grandes son los exponenciales (a®), después los
potenciales (z™) y finalmente los logaritmicos (log, z)

9.6.2. Limites cuando z tiende a un namero ¢

Regla general: Se aplica la definicién de funcién continua, es decir, se sustituye x por c.

Limites infinitos: Si al calcular el limite de una fraccién por el procedimiento anterior, el denominador
es cero y el numerador es distinto de cero, el limite es infinito. Para saber si es +00 0 —o0, se
calculan los limites laterales.

Limites indeterminados: Si al calcular el limite de un cociente de polinomios resulta que, tanto el
numerador como el denominador tienden a cero (indeterminacion del tipo 0/0), puede resolverse
esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por x — c.

9.7. Dos limites importantes

) , senw
9.7.1. El limite lim
x—0 €x

En la figura 9.10 se ha representado un angulo = sobre una circunferencia de radio 1. Si el radio es igual
a la unidad, la longitud del arco coincide con la medida del 4ngulo en radianes. El seno y el coseno del
angulo son iguales a la ordenada y la abscisa del extremo del arco y asi se han representado en la figura.
También se ha representado un segmento de longitud igual a tgz.

De la figura se deduce que:
senr <z <tgx
y dividiendo por sen x:
T tgx T 1
< & <

= 1<
sen xr sen xr senx COS X

1<
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B

tgx

Figura 9.10: LIMITE DE sen

T

Cuando x — 0:

1 < lim < lim — 1< lim <1 =— lim =1
z—0senx ~ —0 coST z—0 Sen x z—0 sen x
y también:
senx 1 1
lim =lim —=-=1
x—0 X x—0 £ 1
sen x
In(1+ )

9.7.2. El limite lim

z—0 €T

La base de los logaritmos neperianos (In) es el nimero e. Este nimero se define como el limite de la
siguiente funcion:

1 xr
e= lim (1 + )
T—00 €T

o cambiando x por 1/z:

8=

e:il_%(l—i—x)

Entonces:
In(1 1
lim In1 +2) = lim —In(1 + z) = lim In(1 —|—a:)% =lne=1
z—0 x z—0 X z—0

9.7.3. Aplicaciones al calculo de limites

El hecho de que los dos limites que acabamos de calcular sean iguales a 1 quiere decir que cuando x es
proximo a 0, las funciones senz y In(1 4 x) son aproximadamente iguales a . Esto lo podemos expresar
de la siguiente manera:

six—0 senz~z yln(l+z)~z
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A partir de estas aproximaciones podemos obtener valores aproximados para otras funciones cuando
z — 0:

tgx ~

x
arsenr ~
artgr ~ «x

x
1—cosz ~

e"—1 ~ «x
(I£z)" ~ lxnx

Estas aproximaciones pueden utilizarse para calcular limites. Solamente hay que tener cuidado cuando el
numerador o denominador de una fraccion son nulos después de hacer la sustitucion.

A partir del limite del logaritmo puede obtenerse una expresion tutil para calcular limites indeterminados
del tipo 1°°:

u—>1yv—o0= limu’ = elm(u=1v

En efecto, hemos visto que si  — 0, In(1 + ) ~ z. Llamando u = 1 4+ z esto es equivalente a decir que
cuando v — 1, Inu ~ v — 1. Entonces, si u =+ 1y v — oo:

vinu (u—1)v

limu” =lime =lime
y de aqui que:

| = 6ll'm(ufl)v

Ejercicio 63. Calcular los siguientes limites:

3x2 2z —1\ %
a) lim — {
() z—0 1 —cosz (b) zhﬁmoo (2x+1>
Solucion:

2
(a) Utilizando la aproximaciéon 1 — cosz ~ %-:

., 322 . 3z
lim ——— = lim — =6
z—01 — cosx z—0 T2
2

(b) Es una indeterminacion del tipo 1°°. Utilizando la aproximacién del logaritmo:

Tz

_ 2 2z—1 z -2 =z
lim 2e—1)2 lim e(mil)lf — lim et 2 —¢~3 =
xr—r00 20 + 1

AdAA

9.8. Propiedades de las funciones continuas

Admitiremos sin demostracion los siguientes teoremas relativos a funciones continuas:

Teorema 3. Si f es una funcidn continua en xo y f(xo) # 0, en un entorno de o la funcién toma el
mismo Signo que en Tg.

Teorema 4. Si f es continua en xy estd acotada en un entorno de xg.

Teorema 5. Una funcién continua en un intervalo cerrado, esta acotada en ese intervalo.
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Figura 9.11: TEOREMA DE BOLZANO

Teorema 6 (Bolzano). Sila funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y toma valores de signo
contrario en los extremos del intervalo a y b entonces existe un punto interior del intervalo £ en que el
valor de la funcion es cero (figura 9.11):

[ continua en [a,b] y signo f(a) # signo f(b) = 3FE € (a,b)| f(§) =0

Teorema 7 (Darboux). Como consecuencia del teorema de Bolzano se verifica también que:
Si [ es una funcion continua en [a,b] f toma en el interior de ese intervalo todos los valores comprendidos

entre f(a) y f(b).

Teorema 8 (Weierstrass). Toda funcion continua en un intervalo cerrado alcanza un valor mdzimo y
un valor minimo en ese intervalo.

Ejercicio 64. Demostrar que la ecuacion e™ 3% + 4z — 2 = 0 tiene, al menos, una solucion real en el intervalo [0, 1].
Solucién:

Sea la funcién f(x) = e~3% 44z — 2. Esta funcién es continua en el intervalo [0, 1] puesto que es suma de funciones continuas
en ese intervalo. Ademas

f(0)=e+4.0-2=-1<0
f)=e34+4-1-2=e34+2>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano existe un namero £ comprendido entre 0 y 1 en el que f vale 0. Entonces £ es una
solucion de la ecuacion.

AAAA
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Derivadas

10.1. Funcién derivada

En temas anteriores se ha explicado el concepto de pendiente de una recta. Dada una recta y = mx + b,
la pendiente m es el cociente de las variaciones de y y de x entre dos puntos cualesquiera de la recta:

Ay

m:A:E

Esta idea puede generalizarse para una curva y = f(z) de la forma que veremos a continuacion. La
diferencia fundamental es que la pendiente de la curva que llamaremos derivada no es constante sino que
varia de un punto a otro de la curva.

Y L/ v=1@
A ,
flz + Ax) y,
Y
Af ya
//
//
A/
f(z) v
(0) 4 T + Az X

Figura 10.1: DERIVADA DE UNA FUNCION

Sea una funcién f. Su representacion grafica es la curva de ecuacion y = f(x). Sean A y B dos puntos
de la curva de abscisas z y « + Az (ver figura 10.1). Cuando la variable independiente cambia en una
cantidad Az, la funcion varia en la cantidad:

Af = f(z+ Az) — f(x)

La tasa de variaciéon media de la funcién en este intervalo, o pendiente media de la curva corres-
pondiente se define como el cociente de los incrementos de la funcién y de la variable entre los dos puntos
de la curva:

Af _ fla+Az) — f(x)

mAB:E: Az
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La pendiente de la curva en un punto se define mediante un paso al limite.

La tasa de variacion instantanea de una funcién o pendiente de la curva en un punto es la tasa
de variaciéon media entre dos puntos cuando la distancia entre ellos tiende a cero, es decir, el limite de la
expresion anterior cuando Ax tiende a cero:

L o flr+Ax) - f(x)
ma = Alalcrgo Ar Alglcgo Az

Veamos con mas precision el significado de la pendiente de una curva.

La tangente a una curva en un punto A es la recta que une dos puntos de la curva A y B cuando la
distancia entre ambos tiende a cero.

La pendiente media de una curva entre dos puntos A y B, es la pendiente de la recta que une los dos
puntos de la curva (ver figura 10.2). Al aproximarse los dos puntos, la pendiente media pasa a ser la
pendiente en el punto A, y la recta AB se transforma en la tangente a la curva en el punto A.

Asi pues, la pendiente de una curva es la pendiente de la recta tangente a la curva.

Y L,/ v=1@
flz + Ax)
///
/
Af /
//
o) 7z T+ Az X

Figura 10.2: INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

De forma general, la derivada de la funcién f(x) en un punto cualquiera x se define como el limite:

) . fle+Az) - f(z)
/ e _— =
Flx) = Aligo Az Alalcrgo Az

El incremento de la variable se suele representar también por h o por dz. La derivada de la funcion f(z)
se representa por f’(z) y también por D f(z) o %.

La derivada de una funcién debe interpretarse geométricamente como la pendiente de la curva que repre-
senta la funcién o como la pendiente de la recta tangente a esa curva.

Ejercicio 65. Calcular la derivada de la funcion y = 22.

Solucion:

De acuerdo con la definicion:
2 .2 29 2 .2 9% 2
y' = lim (@+h) L~ im 2 t2hr FhT e = lim =% +h = lim (20 + h) =2z
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

ANAA

Teorema 9. Toda funcion derivable en un punto es continua en ese punto.

Demostracion. En efecto:

. _ o Af RS _
Al A = Ay Ry A7 = A, S() - A =0
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O

El reciproco no es cierto, la funciéon f(x) = |z| es continua en z = 0 y, sin embargo, no es derivable en
ese punto.

Ejercicio 66. Demostrar que la funcién y = V/z2 no es derivable en z = 0.
Solucion:

Esta funcion es continua en todo su dominio puesto que se trata de una funcién potencial. Veamos que no tiene derivada
en z = 0. La funciéon derivada es:

J = 1 V@R = Va2
" h—0 h

En el punto de abscisa x = 0:

3/ 7 Y02 3 1 1
y/(0) = jim SOEEZ VO g 17 iy L

h—0

AdAA

Puesto que la pendiente de la recta tangente es igual a la derivada de la funcién en el punto, la ecuaciéon
de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa zq (y ordenada f(zo)) es:

y = f(zo) + f'(z0)(z — x0)

2

Ejercicio 67. Calcular la ecuacion de la recta tangente a la parabola y = z2 en el punto de abscisa o =

1
3-
Solucion:

La ordenada del punto de tangencia es:

§ON
Yo = 3 =9

La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto. En un ejercicio anterior calculamos la funcién derivada y’ = 2.
La pendiente de la tangente es:

Conocido el punto y la pendiente, puede calcularse la ecuacién de la tangente. En la forma punto-pendiente:
1 2 1
==z
Y7973 3

AdAA

10.2. Reglas de derivacién

Las derivadas de las funciones elementales pueden obtenerse a partir de la definicién; los limites pueden
calcularse con ayuda de las técnicas que se han visto en el tema anterior. A continuacién se deducen
algunas de estas derivadas:

\/J:—i—h—\/E: i (Vx+h—z) (VT +h+/7)
h

h—0 h(Vz + h+ /)

D =1

= lim _ZTth-z = lim #
h=0 h(Ve +h+x) =0 f(Ve +h+ /)

2V
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Se ha multiplicado numerador y denominador por la expresién conjugada del numerador para poder
efectuar la diferencia.

] ~1 1
Ding — lm 2@ TR -z o 1, zth
h—0 h h—0 h x
.1 h .1 p
—%%hln(”x)—mm
_ 1
- X

Se ha aplicado la aproximacion In (1 + %) ~ %

. sen(z+h) —senz ,  2cos THAEL gop THR=T
Dsenx = lim = lim
h—0 h h—0 h
2x+h
3 QCos—zz;rhsen% i ZCOST'ﬂ
—m 22 e g, T 2 3
h—0 h h—0 h
= lim cos =cosz
h—0

Donde se ha aplicado la aproximacién sen% ~ %

h T x  h T
eTth ¢ . eTelh—e
De*=1lm — = lim
h—0 h h—0
. e(el —1) . h
=lim ——= = lim
h—0 h =0

= %

Aqui hemos tenido en cuenta la aproximacion e’ — 1 ~ h.

A partir de las propiedades de los limites y de la continuidad de las funciones derivables pueden demos-
trarse las siguientes propiedades:

¢ Suma y diferencia de funciones: D (u £ v) = u' £
o Producto de funciones: D (u-v) = v'v 4+ v'u

u

! /
. . uw'v —v'u
¢ Cociente de funciones: D (—) =
v

V2

¢ Funcién compuesta: D flg(z)] = f'[g(z)] ¢'(x)

En la tabla 10.2, en la que hemos representado mediante v y v funciones cualesquiera de z y mediante
K una constante, se recogen las reglas de derivacion:
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REGLAS GENERALES

FUNCIONES SIMPLES

FUNCIONES COMPUESTAS

Dutv]=u £v

D [Ku] = Ku’

D[K] =0

D[z"] = na"~!

1
Dlnz] = —
x
1
DI =
[log, 2] = ——
D[e”] = e®

D[a*] = a®Ina

D[senz] = cosz

Dlcosz] = —senzx
Dltgz] = ——
[t 2] cos?
D arsenx] = _ 1
RV
-1
D[ arcosz] =

V1—22

D[artgfﬂ] = m

D [u"] = nu"~ 1/

1
D[nu] = —v
u

D [log, u] =

D[a"] = a*(Ina)u’
D [senu] = (cosu)u’

D [cosu] = (—senu)u’

1
Dt = !
[t cos?u
D [ arsen ] = ———u’
arsenu] = ———u
V1—u?
-1
D[ arcosu| = ——u'
V1—u?
1
D] art = !
[ artg u] a2

Ejercicio 68. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

o y=a3—3z2 +7x - 10

o y= =z
o)
Y 2$7% _ 2
3z V/z2

! = cos(2?) - 2

Y
o y:ln(z—i-\/m)

1

y' = . <1+
z+Vx2+1 2

1
y =e?n® (lnx—i— 7m) =e®In® (Inz+1)=2"(Inz+1)
T

ANAA

-Qw)
2 +1

Tabla 10.1: REGLAS DE DERIVACION
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10.3. Funciones crecientes y decrecientes
Una funcién f(z) es creciente en un intervalo si a valores mayores de la variable corresponden valores
mayores de la funcién:

f creciente << a1 >y = f(x1) > f(x2)

De forma similar, una funcién f(x) es decreciente en un intervalo si a valores mayores de la variable
corresponden valores menores de la funcién:

f decreciente <= 1z >zy = f(z1) < f(x2)

Los puntos en que la funcién pasa de creciente a decreciente o de decreciente a creciente se llaman,

Y y = f(z)

creciente decreciente creciente

maximo

relativo

minimo

relativo

0 i

Figura 10.3: INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

respectivamente, maximos y minimos relativos o maximos y minimos locales (ver figura 10.3).

La derivada de la funcién permite obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Para funciones
derivables se cumple el siguiente teorema:

Teorema 10. Si la derivada de la funcion f(x) es positiva (negativa) en xo, la funcion es creciente
(decreciente) en xq:

f'(rg) >0 == f creciente en wo; f'(rg) <0 == f decreciente en zg

y como consecuencia, la derivada en los méximos y minimos relativos debe ser cero.

Segin el teorema anterior, los méximos y minimos relativos de la funcién deben buscarse entre los puntos
de derivada cero. Sin embargo, esto no significa que todos los puntos de derivada cero sean maximos o
minimos.

Geométricamente, el que la derivada en un punto sea cero quiere decir que en ese punto la recta tangente es
paralela al eje de abscisas, son puntos de tangente horizontal. Pueden darse varios casos (ver figura 10.4).

Sea f'(xo) = 0. Para determinar el comportamiento de la funcién en ese punto podemos utilizar el
siguiente criterio:

¢ Si la funcién es creciente a la izquierda y a la derecha de zq, la funcién es creciente en zg.

¢ Si la funcién es decreciente a la izquierda y a la derecha de zg, la funcién es decreciente en x.
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Figura 10.4: PUNTOS DE DERIVADA CERO

¢ Si la funcién es creciente a la izquierda y decreciente a la derecha de xg, la funcién presenta un
méximo relativo en xg.

¢ Si la funcién es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha de xg, la funcién presenta un
minimo relativo en xg.

También podemos hacer uso de los siguientes teoremas:

Teorema 11. Si f'(x9) =0y f"(x0) <0, xo la funcidn presenta un mdzimo relativo en x.

Demostracion. Si f”(zg) < 0 entonces f’(z) es decreciente en xy. Puesto que en ese punto la derivada

es cero, f'(x) debera ser positiva a la izquierda y negativa a la derecha. La funcién pasa de creciente a
decreciente y, por consiguiente, tiene un maximo en zg. [

De forma similar:
Teorema 12. Si f'(xg) =0y f"(x0) > 0, xo la funcidn presenta un minimo relativo en xg.

Ejercicio 69. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcion:
f@) = (@+1)e"

Solucién:

La derivada de la funcién es:
fllx)=e®—e P(z+1)=—ze®

El signo de la derivada lo podemos expresar mediante el siguiente esquema:

o —4 O

Asi pues, la funcion es creciente en (—o0,0), tiene un maximo en x = 0 y es decreciente en (0, 00).

ANAA
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10.4. Concavidad y convexidad

Una funcién f(x) es concava en el punto z si en los puntos proximos a xg la tangente a la curva y = f(x)
en el punto de abscisa zy queda por debajo de ella:

f concava en xg = f(x) —y = f(z) — [f(z0) + f'(z0)(x — 20)] > 0

Una funcion f(z) es convexa en el punto zg si en los puntos proximos a xg la tangente a la curva y = f(z)
en el punto de abscisa xy queda por encima de ella:

f convexa en zo = f(z) —y. = f(x) — [f(wo) + f/(x0)(x — 20)] <O
Teorema 13. Si f”(xg) > 0, la funcion f(x) es concava en xg

Teorema 14. si f"(xg) <0, la funcion f(x) es convexa en xg

convexa céncava

punto de

nflexion

Figura 10.5: CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD
Los puntos en que la funcién no es céncava ni convexa se llaman puntos de inflexiéon de la funcion. En
esos puntos la derivada segunda es igual a cero.
Teorema 15. si f"(xg) =0y f"'(x0) # 0, xo es un punto de inflexion.
Ejercicio 70. Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion:
322 + 5z — 20
r)= ———
fla) = =
Solucioén:
Calculamos las derivadas:

Fla) = (62 + 5)(x + 5) — (322 + 5z — 20) _ 3(22 + 10z + 15)

(x+5)2 (z+5)?
ooy _ o (224+10)(z +5)% — 2(z + 5)(2® + 10z + 15)
f'(z) =3 o
_ 3. 2z+10)(z+5) - 2(x? + 10z + 15)
B (z+5)3
20
=3. 7(33 T 5)3

El signo de esta fraccion depende solamente del denominador. La funcion es convexa para x < —5y es concava para > —5.
En x = —5 hay una asintota vertical.

ANAA
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10.5. Diferencial de una funcién

¥ y = f(x)
B
Af ©
“A
d
P Qa /
— dx "4
O -
x T +dz X

Figura 10.6: DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

En la figura 10.6 se ha representado una funcién derivable f(x) asi como la tangente a la curva y = f(x)
en un punto cualquiera de abscisa x. Si se incrementa la variable en una cantidad dz la funciéon cambia
en una cantidad Af.

Se llama diferencial de la funcién df al producto de la derivada por el incremento de la variable:
df = f'(z) do

Geomeétricamente, la diferencial es el incremento sobre la recta tangente correspondiente al incremento
dz de la variable.

El incremento de la variable lo hemos representado por Az o por dx, es decir Az y dx es lo mismo.
Sin embargo, en general, Af y df son nameros distintos. En la figura 10.6 Af es igual a la longitud del
segmento AB mientras que df esigual a AC.

Pese a ser diferentes Af y df son muy proximos para valores pequerios de dx. Asi, la diferencia Af — df
tiende a cero mas rapidamente que dz cuando dx tiende a cero:

Af—df <i£—j§)—f/(fﬂ)—f'(x)_0

lim
dz—0 dx dz—0

Es por esta razon que se suele interpretar df como el incremento de la funcién correspondiente a un
incremento infinitesimal de la variable dax.

10.6. Propiedades de las funciones derivables

Teorema 16 (Teorema de Rolle). Sea f una funcion continua en [a,b], derivable en (a,b) y que cumple
que f(a) = f(b). Entonces, existe un punto de (a,b) en el que la derivada vale cero.

f continua en [a, ]
f derivable en (a,b) = Jée(ab) | f(&)=0
fla) = f(b)
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Y
y= f(2)
fla) = f(b)
0 a ¢ b X

Figura 10.7: TEOREMA DE ROLLE

Geométricamente, el teorema de Rolle significa que en una curva, entre dos puntos de de igual ordenada,
debe haber al menos un punto de tangente horizontal.

El teorema de Rolle se deduce facilmente del teorema de Weierstrass: por ser la funcion f continua en
[a, b] tiene un méximo y un minimo absoluto en ese intervalo. Pueden darse dos casos:

¢ Que el maximo y el minimo absolutos se encuentren en los extremos del intervalo. Como la funcién
toma el mismo valor en los dos extremos el méximo y el minimo seran iguales y, por consiguiente,
la funcién sera constante. En este caso el teorema se cumple porque una funcién constante tiene
derivada cero en todos sus puntos.

¢ Que o bien el maximo o bien el minimo absoluto se encuentre en el interior del intervalo. En este
caso el maximo o minimo absoluto serd a su vez maximo o minimo relativo y la derivada en ese
punto sera cero (ver figura 10.7).

Como consecuencia del teorema de Rolle resultan las siguientes propiedades:

¢ Si f es una funcién derivable entre dos ceros de la funcién debe haber al menos un cero de la
derivada.

¢ Si la derivada no tiene ceros, la funciones tiene a lo sumo un cero.

Ejercicio 71. Calcular a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcion:
1 —cosx <0
fl@) =
22 + ax x>0

en el intervalo [—g, 1]. Calcular el valor de ¢ que indica el teorema.
Solucion:
Debe ocurrir que f (—%) = f(1):

F(-53)=1 f=1+a = 1fa=1 = a=0

Comprobemos que para este valor de a la funcién es derivable en = 0. Para x # 0 la derivada es

<0
g = 1 5nT T
F@) 2x +a z >0
Para que se pueda aplicar el teorema de Rolle la funcion debe ser derivable en z = 0. Entonces
ff0)y=f(0") = sen0=2-0+a = a=0

En este caso, la funcién y su derivada valen:

1 <0 sen z <0
—cosx T
f(fr)={2 =% r@=4o0 z=0
T x>0
2x z >0
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_T

De acuerdo con el teorema de Rolle, debe existir un ¢ € ( R 1) en el que la derivada vale cero. Segtin hemos visto ¢ = 0.

ANAA

Teorema 17 (Teorema del valor medio, de Lagrange o de los incrementos finitos). Sea f continua en
[a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe un punto £ € (a,b) que cumple que:

fb) = fa) + f(E)(b - a)

Demostracion. Escojamos A de forma que la funcion F(z) = f(x) — Az cumpla las hipotesis del teorema
de Rolle. Desde luego, se cumplen las condiciones de continuidad y derivabilidad. Para que se cumpla la
tercera condicién:

F(a) = f(a) — Aa

f(0) = f(a)

Fla)=F0b) = fla)=da=fb)- N = A=""—

Para este valor de A\, como consecuencia del teorema de Rolle, existe £ € (a,b) tal que:

Fe=0 = fOr=0 = re=r=20"T0 ) raise@e-a
O
Y
O a f b X

Figura 10.8: TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Consecuencias del teorema del valor medio:

— Si f'(x) > 0 en (a,b), f(x) es creciente en (a,b). En efecto, sean x1, x2, dos puntos del intervalo
(a,b). Aplicando el teorema del valor medio:

xy>x1 = f(x2) = fa1) + f(€) (2 — 1) puesto que f'(£) >0
f(z2) > f(z1)
De la misma forma se demuestra que si f/'(z) < 0 la funcion es decreciente.

— Si una funcién tiene derivada cero en un intervalo (a,b) es constante en ese intervalo o, lo que es lo
mismo, toma el mismo valor en todos sus puntos.

En efecto, sean 1 y 22 dos puntos del intervalo (a,b). En el intervalo [z1, 23] la funcién cumple las
condiciones del teorema del valor medio de forma que:

f(x2) = f(x1) + f(€)(x2 — 21) £ € (w1, 22)

y como la derivada es cero en el intervalo, resulta f(z2) = f(z1).
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— Si dos funciones tienen la misma derivada, su diferencia es constante.
En efecto, si f'(x) = ¢'(x), la diferencia F(x) = f(x) — g(x) tiene derivada cero y de acuerdo con
el apartado anterior es constante.

Teorema 18 (Teorema de Cauchy). Sean f y g continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Supongamos
ademds que la derivada de g no se anula en el intervalo (a,b). Eziste un punto & € (a,b) que cumple que:

fb) = fla) _ ['(§)
g(b) —gla)  g'(§)

Demostracion. En efecto, el denominador del segundo miembro es distinto de cero y también el del primer
miembro puesto que, por el teorema del valor medio:

9(b) = g(a) + g'(c)(b — a) # g(a)

Formemos la funcién:

F(z) = f(z) — Ag(x)

y escojamos A de forma que pueda aplicarse el teorema de Rolle a F'(x). Para ello:

O

Teorema 19 (Regla de 'Hopital). Sean f y g funciones continuas y derivables en un entorno del punto
xo. Supongamos que f(xg) = g(xo) = 0 y que la derivada de g no se anulan en un entorno reducido de
xo. Entonces:

~5
~—

’ ’
ST TN S PR ) B PR C0)
Tz g’(x) z—x0 g(x) Tz g’(x)

~

Demostracion. En efecto, puesto que f(z) = g(xo) = 0:

xlin;g J;Eg = xlin;() m (por el teorema de Cauchy)
= wlirgo J; :Eg (puesto que existe el limite de g:g;)
_ o f'@)

w20 g/ (7)

La justificacion del altimo paso de la demostracion es el siguiente: £ es un nimero comprendido entre x
v xg, de forma que, cuando z tiende a zg también & tiende a zy. Entonces:
TS A5 B C)

lim = lim = lim
vz ¢'(§)  €=mo g'(§)  wowo g/ (@)
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Ejercicio 72. Demostrar que se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion f(z) = v22 4+ 9 en el intervalo
[0,4] y halla el punto que verifica el teorema.

Solucion:

¢ La funcioén es continua en [0, 4] y derivable en (0,4). Cumple por tanto las condiciones exigidas por el teorema del
valor medio.

¢ De acuerdo con el teorema:

f4) - 10

e ="

La derivada de la funcion es:

, 2x T
T = m+s ~ Vo
El punto £ debe cumplir que:
_ & _5=3_ 1
\/m 4-0 2
Resolviendo la ecuacién se obtiene:

VE2+9=2 = £249=42 = ¢(=+V3

Puesto que £ € (0,4), la solucién £ = —+/3 no es valida. La tanica solucion es & = /3.

AMAA

10.7. Teorema de Taylor

Sea f una funcion n veces derivable en el punto « = a. El polinomio de Taylor de grado n de esta funcién
en ese punto (también llamado desarrollo de Taylor en el punto) es un polinomio:

P(z)=ap+ai(z—a)+az(x —a) +asz(z —a)+... +a,(z —a)"

tal que:

Es facil ver que, para que se cumpla esto, el polinomio debe ser:

"(a "(a "(q, (”)a
LD oy D0 o L0 gy L0 gy

P('T) = f(a) + 91 3! n!

El desarrollo de Taylor de una funcién en torno al punto a = 0 se llama desarrollo de McLaurin. Asi, el
polinomio de McLaurin de la funcién f seria:
i " " (n)
PO, FO) . 10 s 00

P(z) = f(0)+ T T 51 30 +...+7n! z"

Ejercicio 73. Obtener el desarrollo de McLaurin de las funciones e®, senx y cos .
Solucién:

Todas las derivadas de la funcion exponencial son iguales a e*. Por consiguiente, las derivadas en el punto x = 0 valen 1.
El desarrollo es:

1 1 1 .
T __ 2 3
e —1+—1!x+—2!x +—3!x + ...
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Las derivadas de la funcién seno son:

y' = cosx y(0)=1 y"” = —senw y"”(0) =0
y" = —cosz y"(0)=-1 y® =senz y®(0) =0
y®) = cosz y®(0) =1 y(®) = —senz y©®(0) =0

Y teniendo en cuenta que sen0 = 0 el desarrollo queda:

1 4 1 5
senx—xfix +§x — ...

Procediendo de la misma manera con la funcién coseno:

y = —senzx y'(0)=0 Yy’ = —cosz y’(0) = -1
y'" =senzx y"’(0) =0 y® = cosz y®(0)=1
y®) = —senzx y®)(0) =0 y(®) = —cosz y©(0) = -1
Puesto que, ademas, cos0 = 1, el desarrollo del coseno es:
_ 1o, 1 4 15
cosx71—2—|z +Ix_@$ + ...

Obsérvese que en el desarrollo de la funcién seno que es impar solamente hay potencias impares y en la funcién coseno (par)
solamente hay exponentes pares.

AMAA

El teorema de Taylor permite estimar el error que se comete al sustituir una funcion por su polinomio de
Taylor.

Teorema 20 (Teorema de Taylor). Sea f(x) una funcién n+ 1 veces derivable en un entorno del punto
x = a. En estas condiciones, existe un punto & comprendido entre a y x tal que:

_ f'(a) f"(a) 2 f"(a) n, ST il
f(z)=f(a)+ T (x—a)+ o1 (z —a) +...+T(m—a) +m(a:—a)
Es decir, la diferencia entre una funcion y su polinomio de Taylor de grado n puede expresarse como:
_ f(nJrl)(g) n+1 .
Rn_m(x_a) ) fe(a,x)

Demostracion. Vamos a aplicar reiteradamente el teorema de Cauchy a las funciones F(z) = f(z) — P(z)
y G(z) = (z — a)™™!. La primera funcién es la diferencia entre la funcién f(z) y su polinomio de Taylor
en el punto a. Ambas funciones y sus n primeras derivadas son nulas en el punto a. Entonces, por el
teorema de Cauchy:
F(a) _Flx) - Fla) _ F'(&)
G(z)  G(r)-Gla)  G'(&)
Volvemos a aplicar el teorema de Cauchy. Puesto que las derivadas son cero en el punto a:
Fa) _F'(&) _ Fl(&)-F'la) _ F'(%)
Glx) G(&) G(&)-Ga) G"(&)
Prosiguiendo el proceso llegaremos a:

F(z)  F"D(g)
G(z) ~ GUFD(g)

Teniendo en cuenta que F(z) es la diferencia entre la funciéon y su polinomio de Taylor, que G(z) =
(z —a)"* y que G () = (n + 1)! resulta:

flz) = P(x) _ fV()

& € (a,2)

& € (a,&1) C (a,2)

£ ¢ (a,2)

(x —a)"*tt — (n+1)! ; £€aa)
de donde
(n+1)
f@) = P@)+ T e —a s gea)



